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5. Vortrag: Fourierreihen fiir glatte Funktionen

Die Analysis ist genauso allumfassend wie die Natur selbst. Sie betrifft unsere samtli-
chen Sinneserscheinungen, die Zeit ebenso wie die Léngen, Kréifte oder Temperaturen.
Dies ist eine schwierige Wissenschaftsdisziplin, die nur langsam Fortschritte macht, bei

der aber andererseits jedes einmal gewonnene Grundprinzip Bestand hat.

Jospeh Fourier : Die analytische Theorie der Warme, 1807

Die Theorie der Fourieranalyse kann auf die Untersuchung zur Loésung der Differenti-

algleichung zuriickfithren. Wir suchen eine Losung der Wellengleichung [1]

2 2
%(x,t)—&%(x,t)zo, O<z<L, t>0 (1)

wobei ¢ = H, i sei der Youngsche Elastizitdtsmodul und p die Massendichte. Die
beiden héngen nicht von x und ¢ ab.

Die Saite sei an ihren Endpunkten befestigt, es gelte also die Randbedingung
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0 (2)

Und die Anfangsbedingung wird gegeben durch
w0 =pr), M 0)=v(), O0<r< 3)

Die Idee ist Trennung der Verdnderlichen. Wir suchen zunéchst nach Loésungen der

Differentialgleichung (1), die von der Form
u(z,t) = X(2)T'(t),  X(x)#0, T@)#0 (4)
sind. Die Losung erfiillt die Gleichung (1), so muss gelten
X(2)T"(t) = AT () X" (z) (5)

und daher
T//(t) B X”(x)

A7) X(x)




Da die linke Seite nur von ¢ abhéngig und die rechte nur von z abhéngig ist, miissen
die beide Seiten konstant sein.

T"(¢) _ X" () —
ATt) X(x)

Wir haben jetzt zwei gewohnliche Differentialgleichung
T"(t) + \*T(t) =0 (6)
X"(x) + XX (z) =0 (7)
Die Gleichung (4) erfiillt die Randbedingung (2), daher ist

Wir haben die Randwertaufgabe
X"(x) + XX (z) =0 (8)
X(0)=X(L) =0 (9)
(a) Falls A < 0, hat die Gleichung (8) Losungen der Form
X(z) = AeV=" 4 Be Ve
nach der Randbedingung (9) ist

X(0)=A+B=0
X(L) = AeV= M 4 Be VA =

daher ist A= B =0 und X(x) =0, die (4) nicht erfiillt.
(b) Falls A = 0, hat die Gleichung (8) Losungen der Form

X(z)=Ax+ B
nach der Randbedingung (9) ist

X(0) =B =0
X(L)=AL+B =0

so ist wieder A = B =0 und X (z) = 0, die (4) nicht erfillt.
(c) Falls A > 0, hat die Gleichung (8) Losungen der Form

X (z) = Acos(VAz) + Bsin(V )



nach der Randbedingung (9) ist

X(0) =
{ X(L) = Acos(\/XL) + Bsin(vAL) =0
(

wenn B = 0, dann ist X(z) = 0, die (4) nicht erfiillt. Daher muss sin(vAL) =
daraus folgt

A:An:(%)z, n e N* (10)
und
X,(z) = By sin ("T”x) (11)
und daher ist
T,(t) = C,, cos (%t) + D, sin (?t) (12)
Jede Funktion
wlint) = (aycos (“75) + b, (“750) ) in (270) (13)

erfiillt die Differtialgleichung (1) und die Randbedingung (2) Nach dem Superpositi-
N

onsprinzip ist die endliche Summe Zun(x,t) wieder Losung von (1) und (2). Falls

n=1

die Reihe u(z,t) = Zun(x, t) bei Wahl der Koeffizienten a,, und b,, konvergiert und
n=1
zweimal gliedweise differenzierbar ist, dann ist u(z,t) auch der Losung von (1) und

(2). Nach der Anfangbedingung (3) gilt

o(x) = u(z,0) = Zan sin (T:c> (14)

Y(x) = E(x,O) = f:b"T sin (TZL‘) (15)

Um a, zu erhalten, bilden wir das Integral

L . (km L& .o/nm (kT
/0 () sin <fx> dz = /0 nz:;an sin (TZL‘) sin (TZL‘) dz
= Z/ a,, Sin (n—gx) sin <%x) dx
L
= Z / a, sin(nx) sin(kzr)dz = —/ ay sin? (kz)dx = —ak

Dabei benutzen wir Die Orthogonalitdt der Sinusfunktionen und nehmen an, dass die
Stabilitdt bei Grenziibergang bleibt. Daher ist

a, = %/OL o(z) sin (%x) dz (16)



Analog ist
2

L
b, = e . Y (x) sin (%x) dz (17)
Daniel Bernoulli (1700-1787) duflerte die Vermutung, dass Jede Losung der Gleichun-
gen (1), (2) und (3) hat eine Darstellung der Form solcher unendlichen Reihe.[2] Dies
fiihrte zu heftigen kontroversen Diskussionen unter Beteiligung von Leonhard Euler
(1707-1783), Jean Le Rond d” Alembert (1717-1783) und Joseph-Louis Lagrange (1736-
1813).

Allgemein kann man fragen, unter welcher Bedingung ist eine 27-periodische Funktion

darstellbar in der Form
_ ZOO .
flz) = 5 + 2 (an cos(nz) + by, sm(nx)) (18)

1822 fiithrte Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) in seinem Werk ,, Die analytische

Theorie der Warme “ die bekannte Koeffizientenbestimmung aus

ap = %/ 7Tf(:L“) cos(nx)dz
0 o (19)
b, = 1 f(z) sin(nz)dx

T Jo
Er behaupte mit einem falschen Beweis, dass sich alle Funktionen in der Form (18)
darstellen lassen, wobei die Koeffizienten a,, b, geméafi (19) zu berechnen sind. Die

Behauptung ist tatséchlich nicht richtig. Im Jahr 1829 zeigte Johann Peter Gustav
Lejeune Dirichlet (1805-1859) den folgenden bekannten Satz.

Satz 1. (Dirichlet)
Fiir alle stickweise glatten 2mw-periodischen Funktionen f konvergiert (18) in jedem
Punkt. Die stellt die Funktion in allen Punkten dar, in denen die Funktion stetig ist.

In den Sprungstellen stellt sie das arithmetische Mittel aus den einseitigen Grenzwerten
dar.[3][4]

Der Satz werden wir im 6. Vortrag bewiesen. In diesem Vortrag beschéftigen wir uns
mit den glatten Funktionen.

Die Erfahrung zeigt, dass Berechnungen, in denen Sinus- und Cosinus-Funktionen auf-
treten, haufig einfacher werden, wenn man mit der komplexen Exponentialfunktion
arbeitet. Wir fangen mit der komplexen Fourierreihe an und werden am Ende die

reelle Darstellung (18) und (19) zuriickgewinnen.



Hilfssatz 2. f : R — C ist eine 2w-periodische Funktion, falls sie als Summe einer

gleichsmdfsig konvergenten trigonometrischen Reihe Z cre’™® darstellbar ist, dann

1 27 ) h=mee
gilt ¢ := %/0 f(z)e **dx

Beweis: Aus dem Stabilitdtssatz folgt

2w 2w 00 o8] 21 e’}
(z)e *dy = / Z cpe! Ry = Z ck/ kT = Z Cr2m 00k
0 0 n—=—oo n=—oo 0 n=—oo
= 27cy
1 2w ]
Definition 3. ¢, := oy f(x)e~™*da mit k € Z heifen die Fourierkoeffizieten von
T Jo

f, und Z €™ heift die Fourierreihe von f.

k=—o00

Definition 4. Die Menge aller komplexwertigen stetigen 2m-periodischen Funktionen
auf R

Cor(R,C) := {f | R — C, [ ist stetig und 2w -periodisch} (20)
1
2m

1/2

dukt auf V. Dieses Skalarprodukt induziert eine Norm || f||2 := <<f, f>> , und sie
heifst die Lo-Norm.

2m
ist ein komplexer Vektorraum. <f,g>2 = f(x)g(x)dz definiert ein Skalarpro-
0

Beweis: Man priift die Abgeschlossenheit bei Addition und Skalarmultiplikation in V.
Weiter erfiillt das obige definierte Skalarprodukt die Linearitiat, Symmetrie und positiv

2
Definitheit, denn wenn f stetig und / |f(2)]”dz = 0 dann ist f(z) = 0. Die Norm

0
erfiillt die postiv Definitheit, Homogenitdt und Subliearitéit, denn fiir < fs g> gilt die

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und daher fiir die Lo-Norm die Dreiecksungleichung.

Definition 5. Sei V ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt <-, > frg €V heifst or-
thogonal, wenn <f, g> = 0 gilt. Fine Teilmenge E C 'V heiffit Orthonormalsystem( ONS),

wenn je zwei verschiedene Elemente von E orthogonal sind und ||f|| = 1 fir alle f € E.

Hilfssatz 6. Sei ey(x) := e**, dann bilden E = {ek, ke Z} ein ONS 1m Cy, (R, (C).

1 27
Beweis: (e;, ek>2 = —/ ej(x)eg(x)dx
0

1 2w

=Kz qp = §.
2m ‘ v Ok

Definition 7. Sei V ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt <-, > Sei {ek, k e Z}
ein ONS in V. Firn € N seien Ey = spcm{eo, e ,eN}. Der Projektionsoperator



wird definiert durch

N
P,:V—Ey, > {feren (21)
k=0

Hilfssatz 8. Fir f € V und n € N gilt:[5][6]
(a) (f = Pyf,g9) =0,Yg € By
() I = Pnfll = min [|f —g]

9geEN

N
() If = PufIP=F1P =D | {fren) P
k=0

N
Beweis:(a) Fiir 0 < j < Nist (f — Pyvf,ej) = (f,e;) — Z (fern)len,ej) = (f,e;) —
k=0
N
Z <f, ek>5kj = <f, ej> — <f, ej> = 0, Fy ist ein endlich dimensionaler Vektorraum,
k=0

N

daher ist g = Z Aje;, Vg € En und die Behauptung folgt aus der Linearitét des Ska-
=0

larprodukts.

(b) Fiir alle g € Ey gilt ||f —glI> = [|(f = Pxf) + (Pnf—=9)|I> = |If = PxfI? + | P f -
gl +2Re(f—Pnf. Pnf—g) = | f—Pxf|?+||Pxf —gll?, dabeiist Py f—g € Ey und
man kann daher (a) benutzen, so folgt die Behauptung || f — Pnf|| < ||f —¢l|,Vg € En

N
(©lIf = PufI* = IfII* = 2Re(f, Pxf) + I PufI* = IfII> — 2Re > {f,ex){f. ex) +
k=0

<j_v:<f €j>€jaiv:<f7 exer) = |1 fII° = ﬁ: | {frex) P O

Hilfssatz 8(b) zeigt, dass Py f die Bestapproximation von f im Teilraum Fy.Hilfssatz
8(c) gibt den Fehler der Approximation. Wir leiten nun einen wichtigen Satz aus dem
Hilfssatz 8(c) her.

Satz 9. (Besselsche Ungleichung)
Fiir jedes f € V' konvergiert die Reihe Z | <f, ek> |* und es gilt die Abschitzung

k=0

S 1 {foer) PN (22)

N
Beweis: Nach Hilfssatz 8(c) ist Z | (foex) P< ISP VN e N,
k=0



N
| {f,ex) |? ist nicht negativ, die Folge der Partialsummen Z | (f,ex) | ist beschrénkt

=0
und monoton wachsend, daher konvergiert die Reihe und es gilt die Abschiatzung. O

Bemerkung 10. Se: f stetig und 2m-periodisch. Nach der Definition 3 und Hilfssatz 6

lassen sich die Fourierkoeffizieten von f darstellen als ¢, = <f, ek> und die Fourierreihe

o0 o0
Z crep = Z (f, exr)er, wobei ey, =e** k€ Z

k=—00 k=—00
Folgerung 11. Sei f stetig und 2m-periodisch, dann erfillen thre Fourierkoeffizieten
die Besselsche Ungleichung

> lal* < IIf113 (23)

k=—o0

Weiter brauchen wir die Approximationseigenschaft der trigonometrischen Polynome.

Definition 12. Fir N € N und ay, b, € R heifst die Funktion:
a N
R — R, T ?0 + Z lax, cos(kt) + by sin(kt)] (24)
k=1

reellwertiges Fourierpolynom

Definition 13. Fir N € N und ¢, € C heifit die Funktion:
N
Ty :R— C, T — Z cpe't? (25)
k=—N

komplexwertiges Fourierpolynom

Hilfssatz 14. Sei f : R — R eine stetige 2mw-periodische Funktionen, dann exis-
tiert nach dem Approrimationssatz eine Folge von reellwertigen Fourierpolynomen,

die gleichmdf$ig gegen f konvergiert.
Beweis: Siehe [7] Seite 12 Folgerung 4.2

Hilfssatz 15. Sei f € Oy, (R, C), dann ezistiert eine Folge (T) von komplezwertigen

Fourierpolynomen, die gleichmdfSig gegen f konvergiert.

Beweis: Nach dem Hilfssatz 14 existiert zwei Folgen von reellwertigen Fourierpolyno-
men (Py), (Qn), die jewels gleichméBig gegen Ref und Imf konvergiert. Sei Ty :=
Py +1iQy. Aus der Eulerschen Formel ist Ty ein komplexwertiges Fourierpolynom und
wegen [|[f — Tl = [[Ref +ilmf — Py —iQn|lo < [[Ref — Pyl + [[Imf — Qnlloo
konvergiert Ty gegen f gleichmafBig.



Hilfssatz 16. Sei g € (5, (R, C),deren Fourierkoeffizienten aller verschwinden. Dann
ist g(x) = 0.[8]

2m
Beweis: Nach der Voraussetzung ist / g(x)e”™*dx = 0,Vk € Z, wegen der Linea-
0

2T
ritat des Integrals gilt / g(z)Tn(z)dx = 0 fir jedes Fourierpolynom 7Ty (x). Nach

0
dem Hilfssatz 15 wihlt man eine Folge von Fourierpolynome Ty, die gleichméfig ge-
gen g konvergiert. Wegen || [g]> — Twglloo = 197 — Tn)llse < N19llooll7 = Tiv|loo und
der Beschriankheit von g konvergiert Tyg gleichméBig gegen | g|2. Wegen der Stabi-

2m 2m
litdt des Integrals bei Grenziibergang ist / lg(z)]> dz = / A}im g(x)Tn(x)dx =
0 e

0
2

]\}im g(z)Tn(z)dx = 0, da g stetig ist, folgt g(z) =0
—o Jg

Der folgende Hilfssatz zeigt die Eindeutigkeit der Fourierreihe.

Hilfssatz 17. Se: f € Oy, (R, (C), falls ihre Fourierreihe gleichmdf$ig konvergiert, dann

stellt thre Fourierreihe die Funktion dar.

f(z) = Z cper (26)

k=—o00

1 21 )
wobei ¢, = 2—/ f(z)e **dx die Fourierkoeffizieten von f sind.
m™Jo

Beweis: Sei g(z) := f(z) — > o cxe™™. Man verwendet den Stabilitét des Integrals

bei Grenziibergang und berechnet die Fourierkoeffizieten von g,

1 2 ) 1 2m o0 ) )
— g(x)e—zkmdx — %/0 (f(:l?) _ Z Cnemm)e—zkxdx

27T 0 .
1 /27T f( ) —ikxd 1 /27F f: ine —ik:cd 1 f: ) 0
= — —— n =Cp—— CkOnk = Cp—Cf =
o ), x)e T oo i n:_ooc e"e T= G 2 kOnk = Ck—Ck
(27)
das bedeutet, dass alle Fourierkoeffizienten von ¢ verschwinden. Nach dem Hilfssatz
16 ist g(x) = 0 und damit f(z) = Z cre™” O

k=—o00
Hilfssatz 18. Sei f € (5, (R, (C) und zusdtzlich zweimal stetig differenzierbar, dann

konvergiert ithre Fourierreihe absolut und gleichmdfig.

Beweis: Fiir k # 0 erhélt man durch partielle Integration

_ 1 /27Tf( ) —ik:vd _ 1 /27Tf( )d —ikx
R A e A




1
= gl

Noch einmal partielle Integration
Cr = 71 /27T f"(z)e **dg
27 (ik)? Jo

2w
f//( ) _kadllf
0

/ Fa)eeda] = / TPt (28

2mik

daher ist .

2mk? — 27 /{;2

Nach Voraussetzung ist f” stetig und beschrankt. Dann ist

Z }Ckezkm} < |CO|+QZ ||f//||00

k=—o00

1" Ml
k2

271 f" oo =

k| =

lco| < ||f|loo ist beschrankt und nach dem Majorantenkriterium konvergiert die Fou-
rierreihe von f absolut und gleichmafBig. O

Die Voraussetzung vom Hilfssatz 18 kann abgeschwicht werden.

Hilfssatz 19. Sei f € Cy, (]R, (C) und zusdtzlich stetig differenzierbar, dann konvergiert

thre Fourierreihe absolut und gleichmdjfsig.

Beweis: Seien ¢, die Fourierkoeffizieten von f und dj von f’) nach der Rechnung von

d
(28) ist ¢ = i fiir alle £ # 0, und nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt

kx| 2
> lac| =lal+ Y |La <lal+ (2305 3
k=—o00 k=—o00 k=1 k=—o00
k#0

— 1
Die Reihe Z e konvergiert. Nach Voraussetzung ist f’ stetig und beschriankt, nach

k=1
der Besselschen Ungleichung (23) ist Z |di,|> < ||f'||? konvergent. Nach dem Majo-

k=—o00

rantenkriterium konvergiert die Fourierreihe von f absolut und gleichméfig. O

Definition 20. Se: f € O, (R, C), f heifit stiickweise stetig differenzierbar, falls es
fiirn € N eine Partition 0 = oy < oy - -+ < o, = 21 gibt mat

a) fl(aj-1,a;) € CHayor,04) firl <j<n

(b) Die Grenzwerte f'(o; +0) und f'(ap +0) fir0<j<n—1undl1 <k<n

Mit anderen Worten, die Ableitung f’ besitzt endlich viele Unstetigkeitstellen.
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Bemerkung 21. Der Beweis vom Hilfssatz 19 bleibt richtig, wenn f € Csy, (R, C) und

stiickweise stetig differenzierbar.

Beweis: Die Menge endlicher Punkte ist eine Nullmenge in einem nichtleeren Intervall.
Man kann den Wert bei diesen Punkten beliebig &ndern, so dass f sich in jedem Teil-
intervall eine stetig differenzierbare Funktion fortsetzen 148t, weiter benutzt man die
Additivitat des Integrals.

Nach Hilfssatz 17,19 und Bemerkung 21 haben wir den folgenden zentralen Satz im
Vortrag 5.

Satz 22. Sei f : R — C eine 2m-periodisch, stetig und stiickweise stetig differenzierba-

re Funktion. Dann konvergiert die Fourierreihe von f absolut und gleichmdf$ig gegen f.

Wir leiten die klassische Darstellung der Fourierkoeffizieten (18) (19) her.

Bemerkung 23. f: R — K, (K = R bzw. K = C) ldsst sich als ihre Fourierreihe

darstellen, dann haben die f zwei dquivalente Darstellung

f(z) = Z cpe™ = % + Z (ak cos(kx) + by sin(k:x)) (29)

k=—00

mat . .
QAo ap — Zbk ap + Zbk

(1)6025,%: 5Ok = g

(2) ap = Cp+ Cc_p, by = i(Ck — C_k)

Falls c_y, = ¢, dann ist f reellwertig, und es gilt

ar = 2Re(cy) = %/% f(x) cos(nz)dx
0
2

by = —2Im(cy) = % ' f(z) sin(nz)dx
0

Beweis: Man benutzt die Eulersche Formel. O
Es sieht aus, dass wir aufler der Stetigkeit fiir die Existenz der Fourierreihe nicht
mehr erfodern. Aber es gibt tatséchlich stetige Funktionen, deren Fourierreihe nicht in
allen Punkten konvergiert. Bekannt hat Emil du Bois-Reymond (1818-1896) zuerst die
Existenz einer iiberall stetigen Funktion erwiesen, deren Fourierreihe an einer Stelle
divergiert. Wir betrachten ein einfaches Beispiel von Leopold Fejér (1880-1959), das er

als Student an der Uni Budapest im 7. Semester formuliert hat.
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Hilfssatz 24. (Abelsche partielle Summation) Niels Henrik Abel(1802-1829)

k
Seien (ay), (bx) zwei Folgen und A, := Zai. Dann gilt fiir jedes m > 0 und jedes
i=1
n > m die Identitat
Z akbk = Z Ak(bk — bk+1) + Anbn+1 — Am_lbm (30)
k=m k=m

Beweis: Siche [9] Seite 7 Hilfssatz 3.2
Diese Formel sieht aus wie Zb ANa = ab— Za A b, und wir konnen sie als die

diskrete partielle Integration verstehen.

& 1
Hilfssatz 25. Sei A, (z) := Zsin(k‘x), dann ist |A,(7)| < ———
—1 ‘Sln 5‘
Beweis:
An(@)] = 1D e )| < |3 e
k=1 k=1
o eir 1| — |ez:c_1| - |6ix/2_6—ix/2| - ‘sm%‘
Hilfssatz 26. Fiir jedes m > 0 und jedes n > m ist
n . k 2
Zsm( x) < . (31)
= k m ‘sm 5‘
1
Beweis: Man benutzt die Abelsche partielle Summation fiir ay = sin(kx), by = o
dann ist
" sin(kx) = 1 1 An(z)  Apoi(z)
[ a2
; k ; k($)k kE+1 +n—l—l m
dann benutzt man den Hilfssatz 25 und erhalt
isin(kx) 1 <1 1 1 1)_ 2
~ k|7 |sinf\m n+l nt+l m ~ m|sin ]
Hilfssatz 27. Fir jedes v € R und jedes n € N gilt
n . k‘
3 Smg{; D <1 4o (32)
k=1

1
Beweis: Man betrachtet zuerst den Fall 0 < x < 7. Man wahlt m, so dass m < — <

8

m + 1, dann ist

m

<3

k=1

sin(kx) "L sin(kx)
k Z k

k=m+1

" sin(kz
P

k=1
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Wegen sin(y )<yfur0<y<llstzsm Z =1
k=1 k=1
n . k 2
Nach dem Hilfssatz 26 ist Z sin(kz) <
o (m +1) [sin 3|
2 T _ 2x ) 1
Wegen siny > y fir 0 <y < < T st sin = > —— = —, Ferner gilt m + 1 > —, daraus
2 2 w2 7 x
folgt
n . k
Z sin(kx) <on
k
k=m+1

Die Funktion Z Smg{w)

ist gerade, deshalb ist die Behauptung auch fiir —7 < x < 0
k=1

richtig. Offensichtlich gilt die Abschétzung fiir x = 0, —7, 7. Dann ist die Behauptung

fiir —m < 2z < 7 richtig. Wegen der Perioditét gilt die Behauptung fiir alle x. O

"1
Hilfssatz 28. Es gilt die Abschditzung g T > logn
k=1

=1 "]
Beweis: Z z > /1 ;dx = logn
k=1
Hilfssatz 29.

l (cos(2N —n)x — cos(2N + n)z) (33)

3M2

n=1

Fiir alle x € R und N € N ezistiert eine Konstante C mit |Qn(x)] < C

N .
Beweis: Qn(x) = E M, dann benutzt man den Hilfssatz 27.
n

n=1

Bemerkung 30. Beispiel von Fejér[lO]
Die unendliche Reihe f(x Z 12 Qs (x) definiert ein stetige 2m-periodische Funk-

tion, deren Fourierreihe im Punkt x = 0 dwergiert.

Beweis: Nach dem Hilfssatz 29 ist Z 12 — Qs (T Z 2 Nach dem Majorantenkri-

terium konvergiert die unendliche Relhe gleichméfig und somit f(x) stetig. Wegen der
gleichméfig Konvergenz darf man die Reihe gliedweise integrieren, um die Fourierko-

effizieten zu erhalten. Tatséchlich wurde f(x) schon zur ihrer Fourierreihe entwickelt.
2k3

Setze = 0, und nach dem Hilfssatz 28 gilt — Z > — log o+ = klog2 > k, daher
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verletzt die Partialsumme der Fourierreihe das Cauchykriterium und somit die Fou-

rierreihe im Punkt x = 0 divergiert. O
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