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1 Voraussetzungen

Zunichst wollen wir festhalten, was wir als bekannt voraussetzen:
Es sei (Q, +, ) der Koérper der rationalen Zahlen (und sei #Q > 2) und es sei eine Menge
Q4 C Q (die positiven rationalen Zahlen) ausgezeichnet, fiir die gilt:

1.p,qeQr =p+qe QL Ap-q€ Q
2.p€EQ = -p¢ Qy
3. p¢ Qi Ap#0= —peQy
In Q sei eine Menge N’ C Q ausgezeichnet, mit den Eigenschaften
1. 1Ige N
2.neN=n+lgeN
3. Wenn M C Q die Eigenschaften (1) und (2) hat, dann gilt N’ C M

Es gelte das archimedische Prinzip:
Vge Q:IneN :n>q
Eine rationale Folge sei eine Abbildung
(Tn) : N — Q

n— Ty

Fiir ein ¢ € Q sei (q) die Folge, die konstant ¢ ist.
Eine rationale Folge (z,,) sei eine Cauchy-Folge, genau dann, wenn

Vee Qi :INeN :VnmeN,nm >N : |z, —x,| <e



Wir setzen voraus, dass fiir jede Cauchy-Folge (z,,) gilt:
AC € Q4 :VneN |z, <C
Eine rationale Folge (z,,) sei eine Nullfolge, genau dann, wenn
Vee Qy :IANeEN :VneN,n>N:|x,| <e

Ausserdem sei die Menge R der reellen Zahlen definiert, als die Menge der Aquivalenz-
klassen von Cauchy-Folgen rationaler Zahlen, wobei zwei Folgen genau dann dquivalent
sind, wenn die Folge der Differenzen ihrer Elemente eine Nullfolge ist:

(zn) ~ (yn) © (Tn — yn) Nullfolge

Fiir die Aquivalenzklasse von (z,,) schreiben wir [2,,].
Weiterhin seien auf R die Operationen + und - definiert, als Elementweise Addition bzw.
Multiplikation der Folgenglieder:

[2n] + [Yn] = [zn + Y2

[@n] - [yn] = 20 - Y]

Wir setzen voraus, dass diese Operationen wohldefiniert sind, und dass (R, +,-) damit
ein Korper ist.
Weiterhin zeichnen wir eine Menge R aus, durch

[t ERy = 36€ Qy:INeN :VneN,n>N:x, >4,
nennen dies die positiven reellen Zahlen und setzen voraus, dass fiir diese Menge gilt:
l.z,yeRy ==z+ycRiNz-ye Ry
2.zeRy = —x ¢ Ry

. x¢ RNz #0= -z Ry

2 Isomorphe Einbettung von O

Wir wollen nun Q isomorph in R einbetten. Wir suchen also genauer eine Teilmenge
@Q C R und eine Teilmenge Q1 C R, sodass es eine Abbildung

¢:Q2—Q
gibt, mit den Eigenschaften:
1. Vp,q € Q:o(p) + ¢(q) = (p+q)

2. Vp,a € Q:(p) - ¢(q) = p(p-q)



3.  ist bijektiv.
4. o(lg) = 1r
5. 0(Q+) = Q4

Wir schreiben dafiir auch Q@ = Q
Dazu sei Q die Menge aller konstanten Cauchyfolgen in Q, also:

[zp] € Q<= Tq € Q: [x,] = [q],

Wir setzen ausserdem
Q+:=QNRy

Und wir definieren:
v(q) := lq]
Wir weisen nun nacheinander die geforderten Eigenschaften nach:
1. Vp,ge Q:o(p)+¢(g) =[pl+ld=[p+d=elp+q
2. Vp,q € Q:pp)-wlg) =[p]-ld =p-d =l q
3. Zunichst ist ¢ injektiv. Angenommen es ist
v(p) =¢(q) < [p] =g < [p—q =[0]
Die konstante Folge (p — ¢) muss also Nullfolge sein:
Vee Qp :INeN:VneN,n>N:|p—q|<e
<—=p—q=0&p=q
Ausserdem ist ¢ offensichtlich surjektiv:
r€Qedge Q:x=][q =)

4. Angenommen, es wire ¢(lg) = Og. Dann wire fiir alle ¢ € O:

o(g) = p(q-1g) = v(q) - p(lg) = Or

Da es jedoch mehr als ein Element in Q gibt, widerspricht dies der Injektivitit von
¢. Es muss also ¢(1g) # Or gelten, es muss also ¢(1g) ein multiplikatives Inverses
haben. Es folgt:

¢(lo) = ¢(lg - 1g) = p(1g) - v(lg)
= 1r = ¢(1g)



5. Sei q € Q4, dann setzen wir § := g und es gilt:
INeN:VneN,n>N:q>d=¢(q) =[q¢ € Ry = ¢(q) € Q4
Sei nun [¢] € Q. Dann gilt:
[q eRy <= € Q:INeEN :VneN,n>N:qg>§
=q¢>06>0=q€ Q4

Wir definieren zuletzt noch
N:=pWN)=N=N

Durch die isomorphe Einbettung von @ in R haben wir erreicht, dass wir Q@ und Q
austauschbar verwenden kénnen. Wir kénnen also immer, wenn g € Q gelten soll auch
q € Q annehmen, indem wir ¢~ anwenden und umgekehrt. Alle Aussagen iiber ¢ bleiben
dabei giiltig.

Das Gleiche gilt auch fiir N’ und N.

3 Das Vollstandigkeitsaxiom

Wir wollen zeigen, dass das die so konstruierte Menge der reellen Zahlen R das Vollstéan-
digkeitsaxiom erfiillt.
Dazu zunéchst eine Definition:

Definition 3.1 (Schranke). Sei M C R. Eine Zahl C € R heisst obere (untere)
Schranke von M, wenn
VeeM:x<C (z>0C)

Wenn eine obere (untere) Schranke von M existiert, dann heisst M nach oben (unten)
beschrdnkt.

Lemma 3.2 (Archimedisches Prinzip). Fir alle x € R existiert ein N € N, mit
<N

Beweis. Sei (x,) ein Repréisentant von z. Da (z,,) eine Cauchy-Folge ist, konnen wir ein
C € Q finden, sodass
VneN: |z, <C

Da wir in den rationalen Zahlen das archimedische Prinzip vorausgesetzt haben, konnen
wir ein N € N finden, sodass
N>C+1

Dann ist
VneN:|z,|<C<N-1=z,<N-1

= zr=z,)<N—-1<N O



Satz 3.3 (Vollstindigkeitsaxiom). Sei M C R, M # 0 nach oben (unten) beschrinkt.

Dann existiert ein C € R mut

1. C ist obere (untere) Schranke von M.

2. Ist C' € R eine obere (untere) Schranke von M, dann gilt C' > C (C' < C).

Wir nennen C' dann das Supremum (Infimum) von M und schreiben

C =:sup(M) (C =:inf(M))

Beweis. Sei M C R nach oben beschriinkt, M # (). Wir konstruieren ein solches C.

Nach dem archimedischen Prinzip existiert ein by € Q, sodass by obere Schranke von M
ist. Denn es existiert nach Vorraussetzung eine obere Schranke b € R und wir kénnen

bg € N C Q wéhlen, sodass by > b gilt. Dann gilt:
Ve € M :x <b<by= by obere Schranke von M

Weiterhin existiert nach dem archimedischen Prinzip ein ag € Q, sodass ag keine obere
Schranke von M ist. Denn wir konnen ein beliebiges z € M und a € N wahlen, sodass

a>—T=>—-a<xT

gilt. Dann kann ag := —a € Q keine obere Schranke sein.
Wir definieren uns nun drei Folgen:
Cn ::% n=20,1,2,..
an—1 falls ¢, obere Schranke von M
Qp, = n=123..

Cn—1 sonst
{cnl falls ¢,, obere Schranke von M

RS
" bp—1 sonst

n=123..

Nach Konstruktion ist dann
VneN:ay,,b, €Q
Ausserdem ist b, fiir alle n € N eine obere Schranke von M und a,, ist keine.
Weiterhin ist
Vn € N: |bn — an| = 2_n|b0 — a0|

Wir wollen zeigen, dass (a,,) und (b,) Cauchyfolgen sind. Es ist fiir alle m > n:

an < am < by, =0<ay —a, <b, —a, =2""(by — aop)
=Vm >n:|a, — am| < 27" ag — byl
Analog geht man fiirr b,, vor.
Nun ist
|by, — an| — 0= [a,] = [bp] =: C
Wir wollen nun nachweisen, dass C' die geforderten Eigenschaften hat:

I.Vee MineN:z<b,=z2<I[b)=C

2. Sei C’ eine obere Schranke. Da a,, fiir alle n keine obere Schranke ist, muss gelten

VneN:Jz, e M:a, <z, <C' =C=lay <

O]



4 Aquivalente Formulierungen des Vollstindigkeitsaxioms

Wir wollen nun das Vollstéindigkeitsaxiom umformulieren. Konkret zeigen wir die Aqui-
valenz von drei verschiedenen Formulierungen. Dafiir vergessen wir zunéchst einmal un-
sere Konstruktion der reellen Zahlen.

Wir gehen in diesem Kapitel einzig von dem bekannten angeordneten Koérper Q aus.
Ausserdem nehmen wir an, wir haben einen Korper R, welcher angeordnet ist, in dem
sich @ isomorph einbetten ldsst und in dem das archimedische Prinzip gilt.

Nun benétigen wir noch ein paar Definitionen:

Definition 4.1 (Konvergenz, Grenzwert). Eine Folge (z,) in R heisst konvergent,
wenn es eine Zahl x € R gibt mit

|zy, — x| — 0 fiir n — oo
x heisst dann Grenzwert von (xy) und wir schreiben auch

r = lim x,
n—oo

Die Eindeutigkeit des Grenzwertes miisste eigentlich noch gezeigt werden, jedoch setzen
wir sie hier als gegeben voraus.

Definition 4.2 (Cauchyfolge). Eine Folge (x,,) in R heisst Cauchy-Folge, wenn gilt:
Vee R,e>0:INeN :VYm,n>N: |z, —xp| <e

Satz 4.3. Sei R ein angeordneter Korper, in dem das archimedische Prinzip gilt. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Jede nach oben (unten) beschrinkte Teilmenge von R hat eine kleinste obere (graftcl
untere) Schranke.

2. Sei (x,,) eine Cauchy-Folge in R. Dann konvergiert (x,).

3. Seien (ay), (by) reelle Folgen, sodass a, < by, fir alle n und b, —a, — 0 gilt. Dann
existiert genau ein x € R mit ap, < x < by, fiir alle n.

Beweis.

(1) = (2) Wir wollen zeigen, dass jede Cauchy-Folge in R konvergiert.

Sei (z,) eine Cauchy-folge in R. Wie iiblich schliessen wir, dass Cauchy-Folgen
beschrankt sind.

Zu jedem k € N wihlen wir ein minimales Sy € N, sodass

1
m,n > Sk = |[Tm — Tp| < Z
und definieren:

My, = {$n ‘ n > Sk:}



Yk = sup M,

Dann gilt:
My D My D My D ...

Und damit ist die Folge (y,,) monoton fallend. Ausserdem ist sie beschrankt. Sei
y := inf{yn fnen
Sei € > 0 beliebig. Angenommen
VneN |y —yn|=yn—y=e

dann wéire
Yi=y+e=y,>y,Vn

also wire y' untere Schranke von {y, }nenr, was wegen y' > y ein Widerspruch ist.
Es existiert also ein N € N, sodass

Yn —y <e
und da yny monoton fallt gilt
Vn>N:0<y,—y<e=|y,—y|<e

die Folge (y,) konvergiert also gegen y.

Es gilt nun
1
Va,b € My, : la—b| < z
1
= Vn > Skt |zn —yk| < A
Sei nun wieder ¢ > 0 beliebig. Wir wihlen
2 € 1
N>-=->—
” € 2 - N

und nehmen ausserdem an, dass N grof genug ist, dass |yny —z| < § gilt. Dann ist

Vn> Sy :le, —x| = |z, —ynv +ynv — 2
< |zn—yn|+|yy — x| <e
—_———— ———

< <

o

<

2=
IS

Seien (ay,), (b,) Folgen in R, sodass a,, < b, fuir alle n und b,, — a,, — 0 gilt. Es ist
Existenz und Eindeutigkeit eines x € R zu zeigen, mit

VneN:a, <z <b,



Existenz: Angenommen, es ist existiert ein N € N mit ay = by. Aufgrund der
Eigenschaften der Folgen (a,) und (b,) muss dann auch a, = b, fiir alle n > N
gelten und wir kénnen x := ay wéhlen. Da

Vn < N :[ay,bn] C [an, byl

gilt damit fiir alle n € NV, dass a,, < x < by,.

Sei also b, > a, fiur alle n. Dann konnen wir fiir alle n ein z,, € Q wéahlen mit

an < Tp < by. Dies ist sicherlich eine Cauchyfolge, denn fiir m > n gilt ja
|y, — | < |br, — an| — 0 fiir n — oo

Wir setzen x := lim,, .o . Da fiir alle n € N gilt, dass a,, < x,,, muss insbeson-

dere fiir alle n gelten a,, < lim,_ ., =, = z und analog = < b,.

Eindeutigkeit: Angenommen es sind z,y € R mit Vn € N : a,, < x,y < b,. Dann
muss gelten:
VneN |z —y| <|b, — anl

Da jedoch b,, — a,, — 0, muss damit x = y gelten.

Diesen Beweis haben wir bereits in dhnlicher Form gefiihrt.

Sei M eine nichtleere, nach oben beschriankte Teilmenge der reellen Zahlen, by eine
obere Schranke von M und ag keine obere Schranke von M. Sei weiterhin

bn—1 sonst

¢y 1= nthn n=0,1,2, ..
an—1 falls ¢, obere Schranke von M

Ay = n=1,2,3.
Cn—1 sonst

- {Cn—l falls ¢,, obere Schranke von M n=1273.

Nach (3) kénnen wir nun C' € R wéhlen mit
VneN:a,<C<b,

Zunéchst zeigen wir, dass C' eine obere Schranke ist zu M. Angenommen, es ist
x € M, mit x > C. Dann muss gelten

VneN:x2<b,

da die b, alles obere Schranken sind. Daraus folgt aber (wegen der Eindeutigkeit
von C), dass < C ist.

Sei nun C’ eine obere Schranke zu M. Dann muss gelten (da die a,, allesamt keine
Schranken sind):
VYo :a, < C’

Wegen der Eindeutigkeit von C folgt daraus C’ > C. O



5 Alternative Konstruktionen

Wir wollen nun noch kurz alternative Wege ansprechen, die reellen Zahlen zu konstru-
ieren. Auf Beweise verzichten wir aber.

Definition 5.1. Fine Teilmenge M C Q heisst dedekindscher Schnitt, wenn
1. M#Q,M #Q
2.VpeM,ge Q,q<p:qeM
3. pEQNNgeE M :q<p|l=p¢ M

Wir definieren dann R als die Menge der dedekindschen Schnitte.
Die Addition wird dann definiert als

+:RXxR—-R

(x,y)—z+y:={a+blacxbecy}

Das neutrale Element der Addition ist dann die Menge der negativen rationalen Zahlen.
Wir kénnen x € R als positiv definieren, wenn 0 € z ist. Alternativ kénnen wir definieren

rly<=axCy

Die Multiplikation ist ein wenig komplizierter. Wir definieren:

T RXR—-R
{peQ|Jaex,bey:a,b>0,p<ab} firz,y>0
0 fallsx =0Vvy =0
z-y:=1 —(z-(—vy)) falls y < 0,2 > 0
—((—z) - y) falls ¢ < 0,y >0
L (—2) - (—y) falls z,y <0

Das neutrale Element der Multiplikation ist natiirlich
1={peQ|p<1}
und das Inverse ist

1 {peQ|Vgex:pg<1} fallsx >0
—(—x)7t falls z <0

Dabei miissen wir aber, um einen dedekindschen Schnitt zu erhalten das eventuell vor-
handene Maximum von z~! entfernen.

Dies definiert einen angeordneten Korper. Wir kénnen Q isomorph einbetten, indem wir
einer rationalen Zahl ¢ den Dedekindschen Schnitt

elq):={pecQlp<q}



zuordnen.
Diese Konstruktion erfiillt unsere erste Formulierung des Vollstéandigkeitsaxioms, mit

supM :={pe Q|Ir e M: p(p) <=z}

flir eine nach oben beschrankte Menge M C R.

Die zweite bekannte Konstruktionsmoglichkeit ist die Konstruktion iiber Aquivalenz-
klassen von Cauchyfolgen. Klassischerweise entspricht dem die zweite Version des Voll-
stéandigkeitsaxioms.

Als dritte bekannte Moglichkeit existiert noch die Kostruktion iiber Intervallschachte-
lungen:

Definition 5.2. FEine Intervallschachtelung (a,|b,) ist eine Folge von Intervallen
[CLOabO] D [alabl] D) [az,bQ] O...

fiir die gilt
bo —ag — 0

Damit eine Intervalschachtelung wohldefiniert ist, muss natiirlich a,, < b, fiir alle n € N/
gelten.
Wir definieren auf der Menge der Intervallschachtelungen nun eine Aquivalenzrelation

(an|bn) ~ (al b)) = Vn e N :a, < b, Aa), < by,

Bezeichnen die Aquivalenzklasse von (a,|b,) mit [a,|b,] und definieren R als die Menge
der Aquivlanezklassen von Intervallschachtelungen.
Eine Intervallschachtelung ist positiv, wenn

AN e N :Vn > N :0 € [ay, by]
Alternativ kénnten wir definieren
[an]bn] < [ap|by] 4= an < b,V
Ausserdem definieren wir die Addition durch
[anlbn] + lap bn] = [an + ap[bn + by

Das neutrale Element ist dann z.B.
[0]0]

Die Multiplikation definieren wir durch

[an - al|b, - b),] falls z,y >0
0 r=0Vy=0
[an|by] - [a),|0),] == ¢ —(z - (—y)) falls > 0,y <0
-Y) falls z < 0,y >0
- (—y) falls z,y <0
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Das neutrale Element ist dann
[1]1]

Es ist leicht einzusehen, dass bei einer Intervallschachtelung (a,|b,) die Folgen (a,) und
(bn) Cauchyfolgen sind. Wir kénnen also den fiir Cauchy-Folgen bekannten Weg gehen,
um Folgen (a},) und (b},) zu finden, sodass

(an -al) — 1A (by- b)) — 1

Dann ist [al,|b),] das Inverse zu [ay|by].
Eine Anordnung erhalten wir durch

[an|bn] < [a,|b))] = Vn e N :a, <b,

Auch auch diesem Weg erhélt man einen angeordneten Koérper. Dieser erfiillt die dritte
Formulierung des Vollstindigkeitsaxioms.

Jede dieser drei Konstruktionsmoglichkeiten hat die Erfiillung jeweils einer der Formu-
lierungen fiir das Vollsténdigkeitsaxiom zum Ziel. Was wir aber gezeigt haben ist, dass
diese drei Konstruktionen tatséchlich zu isomorphen Kérpern gefithrt haben.
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