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Zusammenfassung: Wir kennen bereits den Approximationssatz von Karl Weierstrafs, der
besgt, dass man jede Funktion auf einem abgeschlossen Intervall durch Polynome approxi-
mieren kann. Nun hat sich Marshall Harvey Stone in der ersten Hilfte des 20. Jahrhunderts
gefragt, ob man die stetigen Funktionen auch mit anderen Familien von Funktionen annéhern
kénnte, und falls ja, welche Eigenschaften diese erfiillen miissen. Er hat sogar den Satz von
Weierstrall insofern erweitert, dass es nun méglich war, auch Funktionen auf beliebigen kom-
pakten metrischen Rdumen auf dhnliche Weise zu approximieren. In meinem Vortrag werde
ich allerdings nicht so weit gehen und nur die stetigen Funktionen auf abgeschlossenen Inter-
vallen betrachten, denn fiir diese ist der Satz von Stone-Weierstrafs bereits mit Methoden und
Sétzen aus Analysis 1 zugénglich.
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1 Einleitung

Das Ziel meines Vortrags ist, bestimmte Familien von stetigen Funktionen zu finden,
mit deren Hilfe, wir jede andere stetige Funktion approximieren kénnen. In anderen
Worten,wir wollen zu jeder stetigen Funktion f : X — R, X C R eine Folge von
Funktionen aus W C C(X) (Raum der stetigen Funktionen von X auf R ) finden, die
gleichméfig gegen f konvergiert. Dazu sollten wir uns aber ersteinmal eine wichtige
Voraussetzung herleiten:

Wir betrachten die Definition von gleichméfiger Konvergenz: Eine Folge von Funk-
tionen f1, fa, f3,... + X — R heilt gleichmifbig konvergent gegen f : X — R, wenn
gilt:

1. Die Funktionen f — f, sind beschrinkt

2. Die Folge der Zahlen || f — fi||,||f — f2ll, ||f — f3l| ;- .. ist eine Nullfolge,

wobei ||-|| die Supremumsnorm darstellt.

Wenn wir dann jetzt die Funktion f : R — R mit f(z) = e® betrachten, so wissen
wir, dass es uns schwer fallen wird, eine Folge von Funktionen zu finden, die die erste
Eigenschaft der gleichméfigen Konvergenz erfiillt. Deswegen sollten wir an dieser Stelle
eine zusatzliche Eigenschaft von den stetigen Funktionen fordern: sie sollen moglichst
beschrankt sein. Um f(z) = e trotzdem darstellen zu kénnen formulieren wir dies
allerdings ein wenig um und benutzen eine wichtige Erkenntnis aus Analysis 1: eine
stetige Funktion auf dem abgeschlossnen Intervall [a, b] besitzt in ihrem Wertevorrat
ein Maximum. Wenn wir also X = [a, b] wéihlen, so wissen wir, dass fiir alle Funktionen

f,g € C(X) gilt:
f — g ist beschrankt.

Damit brauchen wir uns um die erste Eigenschaft der gleichméfigen Konvergenz
gar nicht mehr zu kiimmern.

Wenn wir uns nicht im R bewegen, sondern allgemeiner f : X — R betrachten,
wobei X eine beliebiger metrischer Raum ist, so kdnnen wir bereits analog schliefen,
dass X kompakt sein muss, denn dann besitzt der Wertevorrat von f auch ein Maximum.

Im weiteren Verlauf des Vortrags sei also X = [a,b],a < b.



2 Vorbereitung

Bevor wir zu eigentlichen Beweis des Satzes kommen, sollten wir uns ein paar Defini-
tionen anschauen:

2.1 Unteralgebra
Definition 2.1 Eine Teilmenge W C C(X) heift Untervektorraum von C, wenn:

1. Die Nullfunktion in W enthalten ist;
2. fgeW=f+geW;
3. feW,ceR=cfeW.

Definition 2.2 Ein Untervektorraum von C, W C C(X) heift Unteralgebra von C,
wenn:

1. die konstanten Funktionen in W enthalten;
2. f,geW = fge .

Wenn ich im weiteren Verlauf des Vortrags von Unteralgebra spreche, so meine ich
damit immer eine Unteralgebra von C(X).
Dazu ein paar Beispiele:

Beispiel 2.3 Die Menge aller konstanten Funktionen ist trivialerweise eine Unteralge-
bra.

Beispiel 2.4 Die Menge A aller sogenannten Fourierpolynome f : X — R mit

n

flz) = Z (ag cos(2mkx) + by sin(27kx)) ,

k=—n

wobei ag, by € R, Vk € {—n,—n+1,...,0,1,....,n}, n € N, ist eine Unteralgebra.
Beweis:
Die Nullfunktion ist trivialerweise in dieser Menge enthalten (man wéhle zum Bei-

spiel ay = by, = 0 Vk). Wenn f € A und ¢ € R so gilt

cf(x)=c Z (ay cos(2mkx) + by, sin(2mkx))

k=—n
n

= Z (cay, cos(2mkx) + cby sin(2wkz))

k=—n
n

= Z (ca cos(2mkx) + cby sin(27wkx))

k=—n
n

= Z (dy cos(2mkz) + fisin(27kz)) € A

k=—n



Auch die konstanten Funktionen sind inA enthalten:

1 fallsk=0
ap =
0 sonst

bkEO

Damit ist ndmlich die Funktion f(z) = 1 enthalten, und da das Vielfache jeder
Funktion in A enthalten ist, so ist auch jede konstante Funktion darin enthalten.
Sei jetzt f,g € A =

g(z) + f(z) = Z (ay cos(2mkx) + by sin(2wkx)) + Z (¢jcos(2mjx) + d;sin(2mjx))
k=—n j=—m
max(n,m)

— Z (er cos(2mkx) + frsin(2mkz)) € A

k=—maz(n,m)

mit )
ap + ¢ falls |k| < min(m,n)
er = g falls |k| > min(m,n) und n > m
L Ck sonst
und )
bp + di  falls |k| < min(m,n)
fre =< b falls |k| > min(m,n) und n > m
dy, sonst

Jetzt bleibt nur noch zu zeigen, dass falls f, g € A so auchfg € A. Dazu benétigen
wir:

cos(z +y) — cos(x — y)

sin(x) sin(y) = =
cos() cos(y) = cos(z +y) —;— cos(z — y)
cos(x) sin(y) — sin(x + y) —;— sin(x — y)

Ich werde nun die erste Gleichung beweisen, die beiden anderen verlaufen analog:
Dazu verwende ich:
. 1T e—i:c eix + e—ix
sin(r) = ————— und cos(z) = ———
(r) = (r) = 5

Sowie:
ez(a:—i—y) — ity



Es gilt:

. ] eix _ e—i:v eiy _ 6—iy
sin(z) sin(y) = ( 5 ) ( 5 )

el@ty) _ pile—y) _ p—ilz—y) 4 o—ilz+y)
—4
cos(x + y) — sin(z — y)
-2
Damit kann man jetzt beweisen:f,g € A = fg € A. Seien also f,g € A

n m

g(@)f(x) = Y (axcos(2mkz) + by sin(2rkx)) > (¢jcos(2mjz) + d;sin(2mjx))

k=—n j=-m

= Z Z lagc; cos(2mkx) cos(2mjx) 4+ axd; cos(2mkz) sin(27jx)
k=—nj=—m

—l—bkc] sm(27r/m) cos(2mjx) + byd; sin(2mkx) sin(2mjx)]

= Z Z <% [cos(2m(k + j)x) + cos(2m(k

k=—nj=—m

_|_Z Z( st7r(k’+j))+Sln27T]—

k=—nj=—m
m

)
)
+ Z > (b’” [sin(27(k + j)x) + sin(27(k — j) )
40

k=—nj=—m
m

+ Z Z <bkd [cos(2m(k + j)x) + cos(2m(j —

k=—nj=—m
n m n

- Z | %cos(?w(k: +7)x) + Z | % cos(2m(k — j)x) + ...
k=—nj=—m k=—nj=—m
Ich betrachte jetzt den ersten Summanden:
a n+m
Z Z ﬂcos 2n(k + j)z) = Z e cos(2m(k)x)
k=—nj=—m k=—n—m
Mit wc

Jj+i=k,
j7i€ [_m_n’m+n]

Ahnlich kann man auch fiir alle anderen Summanden ein e, finden, der zweite hiitte
dann zum Beispiel die Form:
a;Cj
e =
=2 S

]71:]67
ji€l~m—n,m-+n]




Somit sind alle Summanden Elemente aus A = fg € A.
m
Beispiel 2.5 Die Menge aller Polynome f : X — R mit f(z) = Y a;z' ist eine

i=0
Unteralgebra. Der Beweis davon ist nicht schwer und wird an dieser Stelle ausgelassen.

2.2 Abschluss

Definition 2.6 Sei W C C(X). Man bezeichnet mit W die Menge aller Funktionen
aus C(X) fir die gilt:

VieWundVe>03ge W :||f—gl <e

Man nennt W den Abschluss von W.

Daraus kann man folgendes herleiten:

Lemma 2.7 Es gilt: W C W.
Bewezs: o
Sei f € W und € > 0 beliebig. Es folgt: ||f — f||=0<e= feW.

|
Lemma 2.8 Es gilt: W=W.
Beweis: I I
Es gilt wegen 2.7: W CW. Zu zeigen: W D W.
Seie> 0 und f € W =3g €W so, dass ||g— f|| < %.
DageW =3heW, sodass |lg—h| <%
€ €
S b=l = b —gta—fI<lh—gl+lg -l <5+ 5=c
=W oW,
|

Corollar. 2.9 Sei f € C(X). Wenn Ve >0 3g € W so, dass ||g— fl| <e= feW.

Lemma 2.10 Es gilt: Ist W Unteralgebra, so ist auch W eine Unteralgebra.
Beweis:

Aus 2.7 folgt, dass die Nullfunktion und die konstanten Funktionen in W enthalten
sind. Also muss man nur noch zeigen:
1. feW,ceR=cfeW:
Sei also € >0, f € W, c€ R. Wihle g € W so0, dass: ||g — f|| < @



€

= |leg —cf| = | ||g—f||<|C|H=E
[ ]
2. fgeW=f+geW
Sei also € >0, f,g € W. Wihle g1, f € W so, dass
€ €
11— fll < B und |lg — g1l < BY
= f+g=(fitg)l<lf=fill+lg—al <e

|

3. fLgeEW = fgeW.
Sei also € >0, f,g € W. Wir setzen

€
0 :=min (1, )
L+ [LfIl+ gl

Wihle g1, f1 € W so, dass

If = Al <6 und |lg =gl <9

Es gilt dann:

1fg = figill = [I=(f = fi)(g = g1) + f(g — g1) + g(f = )l
</ = fillllg = gl + IF Mg = gull + NlglHLf = fl
<&+ 5| fll+allgll=d@+ £+ llgl)
<O+ fI+Ngll) < e

Hier habe ich die Ungleichung ||fgll < ||f|l || f|lbenutzt, die wir bereits fir die
Supremumsnorm in Analysis I bewiesen haben.

Lemma 2.11 Es gilt: wenn W Unteralgebra f € W = |f| € W.

Beweis:

Sei € > 0 beliebig.

Bei diesem Beweis benutzen wir einen Spezialfall des Approzimationssatzes von
Weierstrafs, ndmlich dass man die Funktion h : [-1,1] — R mit h(x) = |z| durch
Polynome approzimieren kann, das heift:

Ipn(x) = ag + ez + ... + aza”



sodass:
lpn(z) — |z|| < € fir alle x € [—1,1]

Wir betrachten jetzt die Funktion g : X — R mit g(x) = TF+1"

Fs gilt also:|g(z)| < 1.
Es gilt dann
pn(g()) = lg(2)]] <€

Und da p,(g(x)) = ag + a1g(x) + ... + ang(z)" € W = |g| € W

= [f1= (171 + D) lgl €T

Definition 2.12 Fiir f € C(X) definiert man:
[T (@) == max(f(x),0),

und

fr=rtg
Corollar. 2.13 FEs gilt trivialerweise:
Lt =50f+ 0
2. ft, [~ liegen in C(X)
8. [T fm=20und f=f"—f"
Definition 2.14 Fiir f, g € C(X) definiert man:
(f v 9) (@) = max(f(z), g(x)),

und

(f Ag)(x) :=man(f(x), g(x))
Corollar. 2.15 Fs qilt trivialerweise:
1L fvg=[f+(g-f"
2. fng=f—(g-h)"
3. Somit erhalten wir wegen 2.10 fir f,g € W, W eine Unteralgebra:

Vg fAgeW



2.3 Punktetrennung

Definition 2.16 Eine Menge W C C(X) heift punktetrennend, falls zu je zwei ver-
schiedenen Punkten ¢, d aus X ein f € W existiert, sodass f(c) # f(d).

Lemma 2.17 Seien c,d € X,c # d und A, B € R. Wenn W eine punktetrennende
Unteralgebra, so existiert f € W mit

fle)=Aund f(d)=B

Bewezs:

Da W punktetrennend, so existiert ein p € W mit p(c) = ¢; und p(d) # ¢1. Und da
c1 € W liegt, da W Unteralgebra, so gilt py(x) € W mit py(z) = p(x) — ¢1. Es existiert
also ein p1 € W mit p1(c) = 0 und py(d) # 0

= dh,g € W mit

g(c) =0, g(d) #0 und h(d) =0, h(c) #0

Man setze nun:

A
f@%z——%ﬂ+aaﬂﬂ

Lemma 2.18 Seien W eine punktetrennende Unteralgebra, f € C(X), € > 0 und

d € X. So existiert ein g € W mit folgenden beiden FEigenschaften (zur Erinnerung
X =la,b)):

1. g(d) = f(d) — 5
2. g(x) < f(x) Ve e X

Bewe1s:
Wir betrachten die Menge M aller ¢ € X, sodass eine Funktion g € W existiert
mit:

1. g(d) = f(d) — 35
2. g(z) < f(x) fir x € [a, ]

Wir miissen also zeigen, dass b € M qilt. Wir betrachten erst einmal die Funktion

g1 € W mit:
€

91(d) = f(d) - % und gi(a) = f(a) — 5

Diese Funktion existiert wegen 2.17 (auch wenn a = d sein sollte).

Weil g1 und f stetig sind, folgt: 3o > a : ¢1(x) < f(x) fir alle a < x < a. Es
folgt: a € M. Insbesondere ist M dann nicht leer. Und da M auch von b beschrinkt ist,
kénnen wir das Supremum von M betrachten: sup(M) = 6. Es gilt dann 6 > a.



Wenn ¢ € M so folgt auch trivialerweise, dass auch m € M ist, wenn m < c.
Daraus folgt: Es gilt entweder M = [a, ] oder M = [a,0). Wir zeigen ersteinmal, dass
die zweite Moglichkeit nicht eintreten kann.

Wir betrachten dazu die Funktion h € W mit:

€

h(a) = f(a) — % und h(8) = f(0) — 5

FEine solche Funktion existiert wegen 2.17 (auch wenn 6 = d sein sollte). Da h und f
stetig sind, existiert dann ein 3 mit a < 8 < 0, sodass

h(z) < f(z) fir<ax<$§

Da 3 < 6 = € M. Daraus folgt: es existiert eine Funktion k € W, sodass:

€

k(a) = f(a) — 5 und k(z) < f(x) fir z € [a, 5]

Die Funktion go € W mit go(x) = (h A k)(x) erfiillt also die Eigenschaften:

92(0) = f(a) = 5 und go(w) < f(x) fiir @ € [a, 3]
Damit ist 6 € M. Daraus folgt M = [a, ).
Also miissen wir nur noch zeigen, dass: 6 = b. Beweis durch Widerspruch:
Angenommen § < b. Wir betrachten dann g, wie oben. Wegen der Stetigkeit von go
und [ folgt dann:
Jo mit § < p < b,

sodass
92(x) < f(z) fir o <z < .

Daraus folgt: go(x) < f(x) fir x € [a,p]. Daraus ergibt sich: ¢ € M. Widerspruch,
denn 0 ist das Supremum von M.
= M = [a,b],= Jg3 € W mit:

gs(a) = f(a) = 5 und gs(x) < f(x) fiir alle v € X

10



3 Der Satz von Stone-Weierstrass (Spezialfall)

Theorem 3.1 Sei W C C(X) eine punktetrennende Unteralgebra, so gilt W = C(X).

Beweis:

Der Beweis verlduft analog zu 2.18:

Seien f € C(X) und € > 0 beliebig. Wir miissen dann zeigen, dass es eine Funktion
g € W gibt, sodass f(x) — e < g(x) < f(z) fir alle x € X gilt. Wenn wir das ndmlich
gezeigl haben, so wissen wir, dass:

If =gl <e

und wegen 2.9 gilt dann: f € W. o
Wir betrachten die Menge M aller ¢ € X, sodass eine Funktion g € W existiert
mat:
flz) —e < g(z) firx € la,c] und g(x) < f(x) fir allex € X

Wir miissen also zeigen, dass b € M gilt. Wir betrachten ersteinmal die Funktion
g €W mat:

gi(a) = f(a) — % und g1(z) < f(z) fir alle x € X

Diese Funktion existiert wegen 2.18.

Weil g1 und f stetig sind, folgt: o > a : f(x) — € < g1(x) fir alle a < x < a.
Es folgt: o € M. Insbesondere ist M dann nicht leer. Da M auch von b beschrinkt ist,
kénnen wir das Supremum von M betrachten: sup(M) = 0. Es gilt dann 6 > a.

Wenn ¢ € M so folgt auch trivialerweise, dass auch m € M ist, wenn m < c.
Daraus folgt: Es gilt entweder M = |a, 0] oder M = [a,d). Wir zeigen wieder, dass die
zweite Mdglichkeit nicht eintreten kann.

Wir betrachten dazu die Funktion h € W mit:

h(6) = f(9) — % und h(z) < f(x) fir alle x € X

FEine solche Funktion existiert wegen 2.18. Da h und f stetig sind, existiert dann ein
6 mita < (B <9, sodass

W) > f@)—e fir f<w <6

Da 3 < 6= € M. Daraus folgt: es existiert eine Funktion k € W, sodass:
f(z) —e < k(x) firx € [a, 5] und k(z) < f(z) fir allex € X

Die Funktion go € W mit go(x) = (h V k)(z) erfiillt also die Eigenschaften:
f(z) — e < gax) fir x € [a,0] und g2(x) < f(x) fiir alle x € X

Damit ist 6 € M. Daraus folgt M = [a, 0].
Also miissen wir nur noch zeigen, dass: § = b. Beweis durch Widerspruch:
Angenommen 0 < b. Wir betrachten dann gy wie oben. Wegen der Stetigkeit von go
und f folgt dann:
Jo mit § < p < b,

11



sodass
flz) —e < gax) fiir o <z < .

Daraus folgt: f(x) —e < gao(x) fiir x € [a,p]. Daraus ergibt sich: ¢ € M. Widerspruch,
denn 0 ist das Supremum von M.
= M = [a,b],= Jg; € W mit:

flz) —e<g(z) < f(x) fir allex € X

Corollar. 3.2 Mit Hilfe von Polynomen kann man jede stetige Funktion auf einem
abgeschlossenem Intervall beliebig genau approximieren.

Beweas:

Die Polynome sind auch punktetrennend. Da sie eine Unteralgebra bilden (2.5),
folgt die Behauptung wiederrum aus 3.1.

4 Der Satz von Stone-Weierstrass (Anderer Spezialfall)

Wir wollen eine andere Variante des Approximationssatzes betrachten:

Sei P(X) = {f € C([a,b]); f(a) = f (D)}

Diese Menge bildet trivialerweise eine Unteralgebra von C(X).

Theorem 4.1 Sei W C P(X), eine Unteralgebra von C(X). Wenn zu zwei Punkten
c,de X,c#dund {c,d} # {a,b} ein g € W ezistiert so, dass g(c) # g(d), dann gilt

W =P(X)

Bewezs:

Man muss hierfiir 2.17 ein bisschen abschwdchen:

Seien ¢,d € X,c # d,{c,d} # {a,b} und A, B € R . FEs existiert dann ein f € W
mit

fle)=Aund f(d)=B

Die einzigen Stellen, wo 2.17 benutzt wird, sind im 2.18 zu finden. Wenn wir dort
C(X) durch P(X) ersetzen, konnen wir problemlos die abgeschwdichte Version davon
benutzen.

Somit verlauft der Beweis von 4.1 analog zu 3.1 wenn man dort C(X) durch P(X)
ersetzt, und die abgeschwdchte Version von 2.17 benutzt.

Corollar. 4.2 Fir alle € > 0 und zu jeder stetigen Funktion f : R — R mit Periode
eins existiert ein Fourierpolanom P mit der Figenschaft

|f(z) — P(x)| <€ fir alle x € R

12



Bewezs:

Wenn wir die Funktion f auf [0,1] einschrinken, so liegt diese in P([0,1]). Da die
Fourierpolynome p : [0,1] — R eine Unteralgebra bilden, eine Teilmenge von P([0,1])
sind und die Punktetrennungseigenschaften gemdp 4.1 besitzen, so folgt die Behauptung
aus 4.1.

5 Resilimee

Das Besondere an dem Satz von Stone-Weierstraf ist, dass er zum Beweis trozdem einen
Spezialfall des Weierstraft’schen Approximationssatzes braucht, obwohl er viel allgemei-
ner ist. Wenn man nimlich nicht zeigen kann, dass die Betragsfunktion durch Polynome
angendhert werden kann, bricht der ganze Beweis zusammen. Man kann sogar sagen,
dass dieser Teil der Dreh- und Angelpunkt des Beweises ist, der Rest ist namlich nur
eine einfache Folgerung daraus, der Stetigkeit und des Vollstindigkeitsaxiomes'. ,Ein-
fach® ist natiirlich in dem Sinne zu verstehen, dass nur sehr zentrale Sétze aus Analysis
1 benutzt werden, die wir alle bereits im Schlaf beherrschen miissten. Es kénnte jedoch
durch die Lange und Komlexitit des Beweises schnell Verwirrung auftreten, die aber
auch genauso schnell wieder vergeht, wenn man sich am Anfang nicht abschreckern
lasst. All diejenigen Leser dieser Ausarbeitung, die bereits mit Funktionen auf kom-
pakten metrischen Rdumen arbeiten konnen und interessiert genug sind, sollten sich
den allgemeinen Beweis des Satzes von Stone-Weierstral anschauen. Dieser ist ndmlich
viel angenehmer zu lesen und bei weiten nicht so komplex wie der ein-diminsionale re-
elle Spezialfall hier. Aber auch bei der allgemeinen Version wird man dann sehen, dass
der Beweis nicht ohne den Weierstrafs’schen Approximationssatz auskommen kann.
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