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Wir wollen zeigen, dass die eulersche Zahl e transzendent ist. Transzendente Zahlen sind
Zahlen, die nicht als Nullstellen von Polynomen mit ganzen Koeffizienten auftreten.
Bereits im Altertum stellte man sich die Frage, ob man geometrisch ein Quadrat kon-
struieren konne, dass exakt den selben Flacheninhalt habe wie ein gegebener Kreis. Dem
griechischen Schriftsteller Plutarch zufolge beschéftigte sich der Philosoph Anazagoras
ca. 430 v.Chr. mit diesem Problem. Gelost wurde es erst 1882 von dem deutschen Ma-
thematiker Ferdinand von Lindemann, und zwar in der Form, dass es nicht moglich ist.
Die Kreiszahl 7 ist transzendent. Dabei baute er auf den Beweis der Transzendenz der
eulerschen Zahl e von Charles Hermite auf’.

Wir werden die Transzendenz von e auf zwei Arten beweisen. Der erse Beweis ist eine
David Hilbert vereinfachte Variante des urspriinglichen Beweises von Hermite.

Definition: Eine komplexe Zahl a heifst algebraisch, falls sie Nullstelle eines Polynoms
mit ganzzahligen (bzw. rationalen) Koeffizienten?, die nicht alle Null sind, ist:

acA & JpeQlz],p#0:pa) =0

Die Menge der algebraischen Zahlen nennen wir A. Eine nicht-algebraische Zahl heifst
transzendent.

Bemerkungen: A ist abzdhlbar, R\ A ist tiberabzé&hlbar.
Das Produkt, die Summe oder der Quotient von algebraischen Zahlen ist algebraisch.
Nach dem Satz von Hermite-Lindemann, ist, wenn a algebraisch ist, e transzendent?.

Beispiele: Alle rationalen Zahlen sind algebraisch, da % eine Nullstelle von f(z) = qx—p
ist. Der goldene Schnitt ® ist algebraisch, denn er geniigt der Gleichung ®2 —® — 1 = 0.
Die imaginire Einheit 7 ist algebraisch, denn i? 41 = 0. Alle Wurzeln ganzer Zahlen sind
algebraisch.

sin(1),T'(3),T(3), 22 In(a) sind transzendent fiir a € Q,a > 0,a # 1.

! Lindemann fiihrte die Annahme, 7 sei algebraisch, iiber die Gleichung ™ = 1 zum Widerspruch.

2 Beide Definitionen fiihren zu den gleichen algebraischen und transzendenten Zahlen, denn sei eine
Zahl a Nullstelle eines Polynoms mit rationalen Koeffizienten " , %ai =0 pi,qi € Z,q;i # 0, so
setze A =[], ¢ Es folgt, dass A" | ’;—zai =0=>7, Aq—i”ai =" zid', z € Z. Alle Zahlen,
die Nullstelle eines Polynoms mit rationalen Koeffizienten sind, sind auch Nullstelle eines Polynoms
mit ganzen Koeffizienten.

% Satz und Beweis findet man iibersichtlich dargestellt unter:

http://math-www.upb.de/user/hilgert/static /Lehrveranstaltungen/Klinke.pdf




Satz: Die eulersche Zahl e := )"} % ist transzendent. Wir fithren einen Widerspruchs-
beweis. Dazu nehmen wir an, es gebe a; € Z,0 < i < n, ag # 0, fiir die gilt*:

ane” + an_1€" '+ ... +ate+ay=0 (1)
Wir driicken nun e, €2, ..., e” aus als:
o My + e
M
o2 Ms + €3
M

Wie wir spéter sehen werden, sind in unserem Beweis M, M, € 7Z, also % € Q und 3
ergibt den irrationalen Rest. Ironischerweise wird genau die Tatsache, dass wir e* so gut
durch eine rationale Zahl approximieren kénnen, also, dass €; so klein werden kann, uns
ermoglichen zu beweisen, dass e transzendent ist. Nun setzen wir diese Defintionen in (1)
ein:

M, + ¢ My—1+ €n— M + ¢
an%—kan,l%—k... —|—a1%+a0:0

San(Mp+ep)+an1 (My—1+€—1)+... +a1(My+e)+aM=0

< anMy +apn1Mp—1+ ... +a1My+agM = — [anen + ap—16n—1+ ... +are1] (2)

Esist leicht zu erraten, was wir tun werden - wir werden zeigen, dass diese Gleichung nicht
wahr ist. Dazu zeigen wir, dass auf der linken Seite von (2) eine ganze Zahl z € Z, z # 0
steht, auf der rechten hingegen eine reelle Zahl r € R, |r| < 1.

Zu diesem Zwecke definieren wir zunéchst einmal M, My und €. Sei p eine Primzahl,
dann definieren wir:

] $p_1 R
M = /0 m[(xfl)(xfn)] e Ydx
00 p—1
= éF 2 He—1).. . (z—n)Peda
R A I CERRREE)
k p—1
= ¢F B He—1).. . (z—n)Peda
o = [ e =)

Hierbei sind n := Grad des Polynoms aus (1) und 1 < k < n. Natiirlich gilt nun, wie
wir wollten:

* Mit der Forderung 3 : a; # 0 schlieRen wir das Nullpolynom aus. Angenommen, es gelte fiir eine
algebraische Zahl z # 0: a, 2™ + ... 4+ a1 z = 0, dann gilt auferdem: a, 2" 14+ ...+ ai = 0. Diese
Division ist moglich, da bekanntlich z # 0. Es folgt durch simples Umbenennen: a,—1 2" 4 4ag =
0. Darum diirfen wir spezifisch voraussetzen, dass ausgerechnet ao # 0.



xP~1 —x xzP~1 —x
M, + € k‘fk ppl r—1)...(x —n)]Pe %dx + ekfo ppl [(z—1)...(x —n)]P e "dx

M S Ey = 1)z = n)P evda

([ @ =1) @ = mlPede + [ i@ = 1) (= n)P e vda)

fooo (ﬂif)u [(z —1)...(z =n)P e ?da

N 5;”1} [(—1)...(z—n)
Ooo(z;)pl)'[( —1)...(1‘— )

= ek

= e ]
]

p e Tdx

Wir werden nun M untersuchen. Dazu betrachten wir zunéchst das Polynom:

(x—=1)...(x—n)=z"+... £n!

Wenn wir davon die p-te Potenz nehmen erhalten wir:

[(z—=1)...(x —n)]P=a™ £ ...+ (n)?

Was genau dazwischen steht braucht uns nicht zu interessieren - wir wissen allerdings,
dass wir ein Polynom mit ganzen Koeflizienten C; vor uns haben. Wir kénnen daher M
auch schreiben als:

np
M = Z ;C- /OO 2P~ iy
—~(p-1""Jo

Diesem Integral sind wir bereits begegnet, es handelt sich hier um die Gammafunktion!
Nur zur Erinnerung: I'(z) := [;~ ¢*~'e~'dt, I(n) = (n — 1)!,n € N. Das bedeutet:

M= ZC p—l—z—l

Fiir ¢ = 0 ergibt der Ausdruck (da natiirlich Cy = (n.)p):

+ (nl)? 83 - 1;: — ()

Dies ist immer eine ganze Zahl (und von 0 verschieden). Wir kénnen nun natiirlich p so

grofs wihlen, wie wir wollen, da es unendlich viele Primzahlen gibt. Wir betrachten im
Folgenden nur noch p > n. Fiir diese p gilt:

ESUDN
Fiir i > 1 ergibt sich hingegen®:
(p+1—1)!
(p—1)!

Auch dies ist immer eine ganze Zahl, und zwar eine, die immer von p geteilt wird. Also
besteht die Summe aus np — 1 ganzzahligen Summanden, die von p geteilt werden und

C; :C¢<p+’i—1)...p

5 Und freilich np > 1



einem, der nicht von p geteilt wird. Also wird ist M eine ganze Zahl, die nicht von p
geteilt wird. Insbesondere ist M # 0, wir konnen also sinnvoll durch M teilen.

Betrachten wir nun die M. Wir haben definiert:

) :L’p_l
Mk:ek/k =1 [(z—1)...(x —n)]P e "dx

Hier ist ¥ ein Skalar, den wir ins Integral hineinziehen diirfen:

00 xp—l
M, = /k o1 [(z—1)...(x —n)P e dx

Wir integrieren nach der Substitutionsregel, bzw. simpler: Wir ersetzen die Variable x
durch die Variable u := x — k:

o0 p—1
My, :/0 %[(u+k‘—1)...u...(u—|—k—n)]pe_”du
Dieses Integral sieht sehr bekannt aus. Wo liegt nun der entscheidende Unterschied zwi-
schen M und M}? Der Ausdruck in der Klammer enthélt an der k-ten Stelle den Faktor
u, 1 < k < n, daher enthélt die p-te Potenz dieses Ausdrucks den Faktor uP. Daher ist
der Term in den Klammern zur p-ten Potenz ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten,
dessen Exponenten alle > p sind. Folglich ist

SO it u o~ (p+j—1)
M;y, ;(p—l)!D]/O U e “du ;D] -1
wobei die D; ganze Zahlen sind. Weil jedes der Polynome mindestens Grad p hat beginnt
dieses Mal die Summe bei j = 1, weshalb der erste Summand in M, der nicht durch p
teilbar war, hier nicht mehr auftritt! Daher ist jedes M} eine ganze Zahl, die durch p
teilbar ist.

Wir werden p nun weiter einschrianken, indem wir voraussetzen: p > |ag|. Dann gilt p fag
und p f M, woraus nach der eindeutigen Primfaktorzerlegbarkeit p fagM. Wir wissen:

p ‘ anMn + an_an_1 + ... + CL1M1

weil p jeden einzelnen Summanden teilt, und wir wissen weiter:

p faoM

Daraus folgt, dass die beiden Ausdriicke nicht betragsmafig gleich sind, also sind sie keine
additiven Inversen. Darum ist ihre Summe a, M, + ap—1My_1+... +a1 M1+ agM # 0.
Da wir nur ganze Zahlen addieren, ist diese Summe natiirlich auch eine ganze Zahl. Wir
haben nun die Aussage iiber die linke Seite von (2), die wir erreichen wollten, bewiesen.
Es gilt also:

anMy + an1Mp—1+ ... +a1 M1 +agM € Z )\ {0}



Wenden wir uns nun der rechten Seite von (2) zu. Dieser Teil des Beweises geht deutlich
leichter. Wir wollen zeigen, dass, wenn wir p nur grof genug werden, die ¢ beliebig
klein werden. Es reicht uns, diese Aussage fiir ein €; zu beweisen. Dazu reichen folgende
Abschétzungen:

lex| =

e [f] 2 - —n)|’le "dx

< e/o (p—l)'{(x 1)...(z —n)] d
n wpfl » -

< e/o oyl @ = mP|de

n plep n
lex| < en/ e Ydx
0

- (p-1)
n,,p—1 yp 00
RS / e o
(-1 Jo
=0!=1
enPlXP
 (p-1)!
< e"nPXP o (nX)P
- (- (p—1)!

Da n und X feste Grofen sind, wir p aber frei wihlen diirfen, konnen wir diesen Ausdruck
so klein werden lassen, wie wir wiinschen, wenn wir nur p hinreichend grofs werden lassen.
Wir kénnen darum alle €, so klein werden lassen, dass ihre Summe betragsmafig kleiner
als 1 wird.

= |an€n + an—16p—1+ ... +a1e1| <1

Damit ist gezeigt, dass die Gleichung (2) nicht wahr ist, womit unsere Annahme (1) zu
einem Widerspruch gefiihrt wurde. Wir schlieken also daraus: #p € Q[z],p# 0: p(e) =
0. Mithin ist e transzendent.

Beweis nach Adolf Hurwitz

Wir werden die Transzendenz von e noch einmal auf andere Weise zeigen. Dieser Beweis
stammt von dem deutschen Mathematiker Adolf Hurwitz. Dazu leisten wir zunéchst ein
wenig technische Vorarbeit. Sei f(x) ein beliebiges Polynom n-ten Grades und

F(z):= Y 10 (@) = f@) + f/(x) + - + FO(x)
k=0
die Summe seiner Ableitungen. Setze die Hilfsfunktion

O(x) :=e "F(x)
Offensichtlich ist:



Betrachten wir nun die Ableitung

& (x) =e "F'(z) — e "F(z) = e *(F'(z) — F(z)) = —e " f(x)
Wir werden nun den Mittelwertsatz auf diese Funktion zwischen 0 und x anwenden:

w =9'(&) = —e¢f(§), €€ (0,)

Durch Termumformung erhalten wir:

F(0)e" = F(x) + 2" ¢ f(€) (3)

® werden wir ab jetzt nicht mehr brauchen. Wir betrachten nun fiir ein @ € R die
Taylorentwicklung von f nach a:

_ / _ " (x*a)Q (xfa)n
J(@) = f(@) + f(@)(@ = a) + (@) 50 4 4

Wir stellen fest: Man gewinnt F'(a), wenn man f nach a entwickelt und in der Entwicklung
den Ausdruck (z — a)* durch k! ersetzt, 1 < k < n.

Nach dieser Vorarbeit kénnen wir mit dem Beweis anfangen. Wir fiihren wieder einen
Widerspruchsbeweis. Dazu nehmen wir an, dass
ane” + ap_1€" ' +... +aje+ay=0 (5)
wobei ax € Z,ag # 0. Sei f zunéchst wieder ein beliebiges Polynom. Wir multiplizieren
(5) mit F(0):
(ane" + ... +are+ag)F(0) = ane"F(0) 4+ ... +a1eF(0) + agF(0)

® anF(n) 4+ apne™  f(&,) + -+ + 1 F(1) + are! =1 (&) + agF(0) = 0

& anF(n)+ -+ a1 F(1) 4+ agF(0) = — |a1e! S f(&1) + - + nape™ 5 f(gn)] (6)
Wobei 0 < ¢&; < fiir 1 < ¢ < n. Wir wihlen nun eine Primzahl p, fiir die gilt p > n,p >
|ap| und betrachten im Folgenden ein bestimmtes f, ndmlich:

-1

=1 (z—=1)...(x —=n)]?

Nun wollen wir die dazugehérigen F(0), F(1),..., F(n) bestimmen. Wir beginnen mit
F(0). Nach (4) miissen wir dazu f nach 0 taylorentwickeln:

fz) =

flz) = . [(_1)np(n!)p$p—1 b A + Apy1a?t ot AP



Hierbei sind die A; ganze Zahlen. Weil wir ausgerechnet nach 0 entwickeln, und weil wir

wissen, dass die Taylorentwicklung eindeutig ist, sind die ﬁ genau die Taylorkoeffizi-

enten. Wir substituieren nun z* durch i/, p —1<i < (n+1)p — 1:

1
(p—1)! [
= (=1)"(n)? + pKo

FO0) = (=)™ ()P (p — D+ plAp + (p + D Apsr + - + Agsyp-1((n + 1)p = 1)]

mit einer ganzen Zahl Kj. Also (da p > n): p AF(0). Nun betrachten wir F(k),k =
1,...,n. Um F(k) zu bestimmen, miissen wir f(z) nach k entwickeln. Dazu formen wir
f geschickt um:

((z — k) + k)P

fl@) - {le=m+E=-1]. [e-k+E=0] . [@—k)+E-—n)]}
= [(x—(pk)_—ii)/'c] i [(z—k)+(k-1]"...(x—kP...[(z— k) + (k—n)]"

Weil der Faktor (z — k)P enthalten ist, ist:

f(z) = i [(z —k)’By+ (z — k)P ' Bpyr + ... ],

B; € Z, und also:

1
wobei Kj, € Z. Also p AF(0),p|F(k),1 < k < n, und, weil wir p grol genug gewihlt
haben: p fag.

=p fa, F(n)+ -+ a1 F(1) + aoF(0)
Somit gilt, wie wir wollten:

apt'(n) + -+ +a1F(1) + aoF(0) € Z\ {0}

)
Wir wenden uns nun der rechten Seite von (6) zu. Da 0 < & < n, ist el =% ... " % <
e” und fiir x € (0,z) aukerdem: |(x —1)...(x —n)| < n™. Darum ist

n+1\p—1
@) < ot e = O
(p— 1! (p—1)!
Insbesondere gilt fiir 1 < k < n:
(nn+1)p—1
|f(&k)] < "
(p—1)!
Setze ¢ := maxz{|ao|, ..., |an|}. Dann ist:
1-&1 n—¢& n,n (nnJrl)pfl
et () o (6) < (L4 24wt
konstanter Faktor \W_/
P



Also kdnnen wir p so grofs wihlen, dass

ate' T F(&) 4+ nee S f(&) < 1

Daraus folgt, dass die Gleichung (6) fiir dieses f nicht wahr ist, obwohl sie fiir alle f
wahr sein miisste. Daraus folgt, dass die Annahme (5) falsch sein muss. Wir haben noch
einmal, diesmal ohne die Benutzung von Integralen, gezeigt, dass e transzendent ist.

Quellen:
e Spivak, Michael: Calculus, Benjamin, New York, 1967 (Seiten 362 ff.)

o http://planetmath.org/encyclopedia/Els Transcendental.html (Beweis nach Hurwitz)

o Wikipedia.org (Historisches)



