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1 Einleitung

Liebe Leserin, lieber Leser,

dieses Dokument entstand im Rahmen des Proseminars Analysis des Som-
mersemester 2009 unter der Leitung von Prof. Freitag. Es bleibt im folgen-
den zu beachten, dass dies eine schriftliche Ausarbeitung zum miindlichen
Vortrag ist, das heifst hier werden sicherlich nicht alle Aspekte der Bernstein-
Polynome betrachtet, sondern der Schwerpunkt lag auf dem Beweis des Wei-
erstralt’schen Approximationssatzes. Hinzu kommen noch einige weitere Ei-
genschaften der Bernsteinpolynome.

2 Einfiihrung

2.1 Etwas Geschichte...

Die Bernstein-Polynome sind benannt nach dem russischen Mathematiker
Sergei Natanowitsch Bernstein. Geboren wurde er am 5.Marz 1880 in Odes-
sa, in der heutigen Ukraine. Nach seinem Schulabschluss 1898, ging er nach
Paris und studierte dort, abgesehen von einem Auslandssemester 1902/03 in
Gottingen/ Deutschland, bis 1904. In seiner ersten Promotion in Paris loste er
Hilberts 19. Problem iiber die Analyzitit der Losungen von Lagrangefunk-
tionen. Da damals in Russland keine ausléndischen Abschliisse anerkannt
wurden, begann Bernstein nach seiner Riickkehr 1905 erneut zu studieren
(in Charkow/ heutige Ukraine). Infolgedessen erwarb er seinen russischen
Hochschulabschluss 1908 und seinen zweiten Doktortitel 1913. Um diesen
zu bekommen 16ste er Hilberts 20. Problem, welches die Fragestellung be-
handelt, unter welchen Bedingungen Randwertprobleme Losungen besitzen.
Bereits 1907 begann Bernsteins Lehrtéatigkeit in Charkow und diese dauerte
25 Jahre. 1933 ging er nach Leningrad (heutiges Sankt Petersburg/ Russ-
land) um dort an der Universitidt und am Polytechnischen Institut zu lehren
bis er schlieklich 1943 nach Moskau zog, um an der dortigen Universitit
weiterzuarbeiten. Am 26.0ktober 1968 verstarb er dann auch dort. Wé&h-
rend seiner Forschungsarbeit beschiftigte er sich insbesondere im Bereich
der Wahrscheinlichkeitstheorie und mit der Theorie zur Approximation von
Funktionen. Bereits 1911 fiihrte er dabei die nach ihm benannten Polyno-
me ein, um damit den Weierstraf’schen Approximationssatz zu beweisen.
Dasselbe wollen wir im Folgenden auch tun.



2.2 Definition der Bernstein-Polynome

Fir n € Nyg und 0 < k < n, sowie t € [0,1] sind die Bernstein-Polynome

definiert als:
bR(t) = (Z) (1 — t)nkek

(4)

Fir £ < 0 und & > n definieren wir:

wobel

bp(t) =0

Hinweis: Die Bernstein-Polynome koénnen auch auf einem beliebigen Intervall
[a, b] definiert werden. Und zwar wie folgt:

t—a n\t—a* t—a
{0 _ (1= n—k
b<b— )= (k)b—a( b—a)

= () g = () - e )

Es wird also lediglich ¢ — =2,

2.3 Beispiele

In der Tabelle sehen sie die Bernsteinpolynome fiir n = 0,1,2, 3,4

g | k=0 | k=1 | k=2 | k=3 |k=4]
0 1
bi(t) || 1—t t
ba(t) | (1—1)? | 2(1—¢)t t?
bp(t) | (1—1)% | 3(1—¢t)* | 3(1—¢)t? t3
bp(t) | (1 —t)* | 4(1 —¢)%¢ | 6(1 —¢)*t* | 41 —t)t* | ¢!

Anhand dieser Tabelle konnen Sie zum besseren Verstandnis die ein oder
andere Eigenschaft anhand von konkreten Beispielen iiberpriifen.
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dritten Grades.jpg

Abbildung 1: Bernstein-Polynome dritten Grades im Intervall [0,1]



vierten Grades.jpg

k=4=n

Abbildung 2: Bernstein-Polynome vierten Grades im Intervall [0,1]



3 Der Weierstrali’sche Approximationssatz

Jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall [a,b] ldsst sich beliebig
gut durch Polynome approximieren, das heifit fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein
Polynom p, so dak gilt:

maza<i<o| f(t) — p(t)] <€

3.1 Vorbemerkungen

Wir betrachten im folgenden nur den Bereich im Intervall von [0, 1], da jedes
Intervall [a, b] linear auf [0, 1] transformiert werden kann.

Fiir den Hauptteil werden einige Umformungen bendétigt, die hier nun bewie-
sen werden.

e Die Eins:
Firn € Ny und 0 < k£ < n gilt:

;W - (7)o

ist nach der binomischen Formel gleich: ((1 —¢) +¢)" =1

o Fiir t gilt:
kz:; %bg(t) _ kzzo %kl(nn—ik)'(l . t)n_ktk _ ; C _(ZL)—( 1)! 0 (1 — )" bk

n (n/__1)| n—1
_ . o \n—kgk—1 _ n—1 o
=t (=) _t;bk (t) =

e Eine weitere Gleichung, die wir spiter noch gebrauchen ist:

Z k(kn; 1)52@ _ Z k(kn; 1) k!(nni - (1= ¢yt

k=0 k=0

n n—2

e T SUAL

k=0
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n—1

e Dementsprechend folgt:

S s} )a- o = s X ()0 - ot = fo e = 50
k=0 k=0

3.2 Beweis

Wir definieren eine Summe von Polynomen, die sich f anndhern sollen, wie
folgt:

"~ k. (n
= v 1—¢ n—ktk
m=2 1) ()0 -
Daher kann man, um | f(t) — p,(¢)| ndher zu bestimmen folgende Umformung
vornehmen:

£ = palt) = Z s} )a- ot - Z () - o

=S - () )a - o

Nun versuchen wir den Abstand |f(t) — p, ()| fiir alle ¢ € [0, 1] abzuschétzen.
Da f nach Voraussetzung auf einem kompakten Intervall und stetig ist, ist f
sogar gleichméfig stetig. Damit gilt: Fiir jedes € > 0 und s,¢ € [0,1] muss
gelten:

t—s| <d=|f(t) = f(s)] <e

Wir wihlen nun ein festes ¢ € [0, 1] und teilen den Index in zwei Teile:

0= a0) = 3 (50 - 1) () (- oyt

n
k=0

= = v} a0t X - s} Ja-orte

k k
[t—|<d [t—|>6

Denn dadurch kénnen wir nun folgende Abschétzungen vornehmen:
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o Vorderer Teil:

B INOEFIC)

k
[t—|<o

() -

Drezecksungl

> 17t - 1)) a - o

lt— 5]

Y

- g(u — 1) 1) =

( )

e Hinterer Teil: Da |t — £| > § &

Y S(

lt—E|>5

> 1 folgt:

>(1 — )"

?TA

Dretecksungl

S - i) ) - o

(t— )2
52

Wir definieren: M := mawx,cp 1| f(1)|

>1

Daraus folgt mit Hilfe der Dreiecksungl.:
[F() = FEI < F@O] + [f(5)] < 2M Und damit:

ENOE f(%)l (Z) L=t rh<am ) (Z) (1— ¢)nhek

(t,E)Q
2l

<om Y (t;# (Z) (1— 1) kek < 2M§ 4 ;25)2 (Z) (1 — 1)k




Betrachten wir nun den Term Y 7 _ (t — £)?bF etwas genauer:

S S = 30 -2 4

n
k=0 k=0

a kK kK & ko k(k—1) k
o 2 v ~ ARy X — 2 - o\ 7 o
=) (t 2tn tot3 ng)bk(t) (t 2tn t— st
k=0 k=0
nachV orbvem. 1 _1
Miorbem- 42 _op2 4 S4BT o 2141 — =)+ —t = —t(1—1)
n n n n n

Also ist:

n

k=0

M

<
— 2nd?

fiir alle ¢ € [0,1], denn #* — ¢ <
Also ist:

=

k. (n M
t)— f(= 1— )" k) < —
1Y -5 )a-ortes o
[t—£[>5
Zusammengefasst erhalten wir:

M
2n62

(@)

1) = palt) < 5 +

Wir miissen unser n also so wéahlen, dass % < 5 erfiillt wird, also besser

ausgedriickt n > 3. Ist dies erfiillt so gilt: | f(¢) — pa(t)| < € Vt € [0,1]. Es
lasst sich also sagen, dass je kleiner |f(t) — p, ()]

4 Weitere Eigenschaften

4.0.1 Endpunkt-Interpolation

1 firk=1

0 sonst

n!

b (0) = m(l —0)""0" = 0;(0) = {
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0 sonst

bp(1) = <Z> (1—1)"k1k = (Z) 0" k1F = bF(1) = {1 fiir ko =n

Die Eigenschaft, dass alle Werte, abgesehen von dem ersten oder letzten,
gleich sind nennt man Endpunkt-Interpolation.
4.0.2 Lineare Unabhingigkeit

Behauptung: Die Bernstein-Polynome sind linear unabhéngig, es gilt also:
ZZ:O )‘ka(t) =0

Beweis: Da die Polynome vom Grad n sind ergibt sich nach n-maliger Ablei-
tung:

n dy .
> v b (t) = 0
k=0

mit ¢ € [0,1];1 < y < n. Nun wissen wir aber auch, dass dieser Term fiir
t =0 0 ergibt, also:

n @
;0 Ay 0 (0) =0

Und damit auch A,, = 0. Durch Induktion erhélt man dann A\, = ... = Ay =

0. Daraus folgt dann die Behauptung.

4.0.3 Symmetrie

Behauptung: Die Bernstein-Polynome sind symmetrisch, das heift b} (t) =
by k(1 —1)

Beweis:

bp_p(1—1) = ( " k) (1—-(1- t))”*(nfk)(l _ t)nfk _

n —

(n — k)!(nni (n— k))!tk(l —t) = <Z> (1 —t)"F =Bk (1)

4.0.4 Rekursive Darstellung

Behauptung:
bp(t) = thp =y () + (1= )b (1)
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Beweis:

Ckl(n—k)!  Kl(n—k)! El(n — k)!

(n) B n! nn—1" (k+(n—k)n-—1)!
E(

kn—1)!  (n—Fk)(n—-1) (n—1)! (n—1)!
M=k Bm=0 k= Dlmn—h)  Hn—k=1)

B (n—1)! (n—-1)!  [n—1 n—1
_(k:—l)!((n—l)—(k:—l))!+k!(n—k—1)!_(k—1>+( ’ )

Damit kann man nun unsere Behauptung ganz einfach nachweisen:

=L (1) + (1 0 (2)
— t(Z : 1) (1 — )1 =Dgh=l 4 (1 —¢) (n ; 1) (1 — "1k

_ (: B 1) (1—t)"Ftk 4 (n; 1) (1=t =b(t)

4.0.5 Maximum/ Ableitung

Behauptung: (b7)'(t) = n(=by"'(t) + b7=1(t))
Beweis: Nach Produkt- und Kettenregel gilt:

n

0RY(0) = () (= KL= 0~ 0 (g

= (Z) ((n=E)(1 =) * (=0 4+ k" (1 =) (1 =) )

*

— n(ﬂ ; 1) (1—t)" "5 (=1)+n (Z i Dtkl(l—t)n —k=n(=b"1(t)+b7-1 (1))
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Behauptung: b} hat ein eindeutig bestimmtes Maximum fiir ¢ = % fiir t €
[0, 1] Beweis: Uberpriifen wir zuerst die Randstellen:

n!

br(0) = m(l —0)" k0" =0
b (1) = k!(+ik)!(1 — 1)k =

Nach obiger Ableitung bei (*) gilt:

(Z> (n—k) A =t)" (=Dt  + k" A =)L — )"

_ (Z) (1= 0" =1 (= 1) (n — k)t + k(1 — 1))

() k() n! _ (n—1)! o n—1
Denn'k(k’) = Bk — G=Din—k) — "E=DI(n—R) ”(k_1)
n\ _ (n—k)n! n! _ nmn-1)! n—1
und (n — k) (}) = M-k — kDl — Bn-1-k) n("e)

Damit dieser Term Null wird (um alle Extremwerte zu finden), muss (—1)(n—
k)t + k(1 — t) Null werden, also:

k
(—D)(n—k)t+k(l—t) =0 k—kt=nt—ktsk=ntst=—
n

Dies ist das eindeutig bestimmte Maximum, denn wie oben gesehen sind
beide Randstellen gleich Null und wie man sehr einfach sieht (jeder Faktor
ist positiv), sind die Bernstein-Polynome fir alle t € [0, 1] positiv.

4.0.6 Ordnungserhohung

Behauptung:

n k-1, n+1l—-k .

bi(t) = mbkﬁ(ﬂ + n—kuH(t)
Beweis:

br(t) = (1 —t) +1) (Z) (1 — )"tk =

n! n!
= (1—"FtF+ ———— (1 =) (1 = )" Mtk
AT Ty s TIC R
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k+1 (n+1)!
S n+1(k+1)!(n—k)!

n+l—k (n+1)!
n+1 klln+1-—k)

n+1-—k

kE+1
= L) +
() n+1

= 1Ok b (t)

4.0.7 Integration

Behauptung: fol bpdt = —

Beweis: Fiir den Beweis hierzu verwenden wir das Ergebnis der Differential-
gleichung, wonach:

(BR)'(8) = n(=bp 7 () + 021 (1) = (BRy)'(8) = (4 DBE() — (n+ 1), (1)

n 1 ‘s T
S bp(t) = n——kl(bkii () + by (t)

bp,1(t) ist nach Definition gleich Null, daher ist dieses Bernsteinpolynom
vernachlassigbar. Desweiteren gilt:

! n , n n+1 e n+1 e
[ moya=pnon= (1)) amyten (U1 asop-ers

n+ 1\ kb n+ 1\ kg
= Or R — 1Rkt
(k+1> k+1

Da das Integral unabhéngig von k und n aufgrund der Endpunkt-Interpolation
dasselbe Ergebnis ergibt, folgt:

1 1 1
/bg(t)dt:/ b’f(t)dt:...:/ bt (t)dt
0 0 0

Da die > 37 bj1(¢) = 1 ist folgt:

! 1
b (t) =
/0 k() n—+1
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