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Die folgenden Hinweise sollten auf keinen Fall als Musterlosungen verstanden
werden!

Aufgabe 26 b Die Bedingung hdngt nur vom Radius ab bedeutet:

I(foh)
Dy

=0,

wobei h die Transformation auf Polarkoordinaten ist. Af = 0 ist wegen der
Surjektivitéit von h auf R? — {(0,0)} dquivalent zu (Af) o h = 0. Setzt man

d= 8((,’;;]1), so erhilt man die DGL

d
d+-=0
r

mit Lésung d(r) = %, also

(foh)(r,¢) = cilog(r) + ca.

Offensichtlich sind alle solchen Funktionen harmonisch und unabhéngig von
©.

Aufgabe 27 Die Abbildung ist bijektiv. Fiir beliebige u,v € R? muf also
genau ein z,y € R? existieren mit f(z,y) = (u,v). Das ist dquivalent zu dem
Gleichungssystem

u= x>+ 3zreY

v=y —a°



und das ist wiederum aquivalent zu

2
3xe’ 4t —u=0

Yy = %+ .
Die Abbildung
g1 3zet™ 42t~y

ist stetig differenzierbar auf R. Die Ableitung ist positiv, daher ist die Funk-
tion streng monoton wachsend, also injektiv. Da lim, ., g(x) = oo und
lim, . o = —oo nimmt die Funktion wegen des Zwischenwertsatzes jede
reelle Zahl an. Es existiert also ein eindeutiges x € R mit g(x) = 0. Also
hat das obige Gleichungssystem genau eine Losung, also ist die Abbildung f
bijektiv.

Wir miissen noch zeigen, dass die Jacobi-Matrix in jedem Punkt invertierbar
ist. Die Matrix ist gegeben durch

, _(32® +3e¥ 3weY

Die Determinante ist > 0, also ist die Matrix iiberall invertierbar.

Aufgabe 28 Nach der Kettenregel ist
Vy(x) = Vf(Az)A

da die Jacobi Matrix einer linearen Abbildung einfach die entsprechende
Matrix A ist. Komponentenweise:

r) = Y 0 f(Ax) A

Fiir den Laplaceoperator brauchen wir nicht die gemischten zweiten Ablei-
tungen. Es ist

Zafo ji) ZAJZ@ Az)).



Wende nun die Kettenregel auf die folgende Situation an:
o;f
R* —2>R" >R

und bezeichne die Zusammensetzung mit h. Aus der Kettenregel folgt

0,(0;f(Ax)) = Oih(x) = Y 040, f (Ax) Ay,
k=1

also
dgig(x) = 0 f(Ar) Api Aji
7=1 k=1
Damit ist
Ag(r) = 005 f(Ax) Y AiAji
7j=1 k=1 i=1

Wegen der Orthogonalitidt von A gilt aber
> ApiAj = by
i=1

und die schreckliche Summe kollabiert zu

Aglr) =Y 0dif(Ax)d; = > 0idif (w) = Af ().

j=1 k=1

Bemerkung: Viele Differentialgleichungen haben solche Symmetrien. Beispiels-
weise ist die Diracgleichung invariant unter Transformationen der Lorentz-

gruppe.



