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Die folgenden Hinweise sollten auf keinen Fall als Musterlosungen verstanden
werden!

Aufgabe 21 Unsere DGL ist durch die Funktion f : [0,1] xR — R, (z,y) —
f(x,y) = 3xy gegeben. Diese ist auf ihrem Definitionsbereich in y-Richtung
global Lipschitz stetig:
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Das Iterationsverfahren von Picard-Lindel6f liefert nun von irgendeiner Start-
funktion ausgehend als Grenzwert die Losung unserer DGL. Fiir ¢ = y(0) = 1
und gy = 1 lautet die Iteration
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Die ersten Schritte ergeben
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und man vermutet
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Diese Vermutung zeigt man mit vollstédndiger Induktion. Der Induktionsan-
fang ist yo(x) = 1. Der Induktionsschritt (mit einigen Auslassungen):
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Aufgabe 22 Ich berechne einfach die Losung. Die Bedingung a gentigend
klein stellt sicher, dass wir eine Lipschitz-Konstante haben und daher eine
Existenz- und Eindeutigkeitsaussage (ohne Beweis). Sei y(z) mit y'(z) =
y(x)" & dy/y" = dx & d(y::) =dr & y " = (1 — n)xr + c. Die
Konstante ¢ ergibt sich mit z = 0 zu ¢ = 1/y(0)"~* > 0. Die Funktion
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y(z) = G

16st die DGL y' = y™, y(0) = ¢~ V/("~ im Intervall [0, -%;). Sie ist die einzige
solche Funktion nach Picard-Lindelof.

Zur letzten Frage: Gibt es eine solche Funktion auch fiir beliebiges a? Die
Fragestellung 1a8t sich hier auf zwei verschiedene Wege interpretieren. Beide
sind zuléssig.



1.) Man darf seinen Anfangswert y(0) dem a anpassen. Wiahlt man y(0)
geeignet, so ist obige Losung auf dem Intervall [0,a] definiert und liefert
wieder eine Losung.

2.) y(0) ist vorgegeben und darf nicht a angepafit werden. Fiir + — —% geht

n—1
die Funktion y(z) = W aber gegen oo, also ist sie keine Losung
auf [0, a] fiir allgemeines a. Die Begriindung, dass es keine andere Funktion
geben kann, die eine Losung ist und eingeschriankt auf ein geniigend kleines
Intervall [0, @] mit der Funktion y(z) iibereinstimmt, ist etwas komplizierter,
da die Eindeutigkeit in der Vorlesung nur unter sehr starken Bedingungen

bewiesen wurde.




