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Losungshinweise Blatt 5

Die folgenden Hinweise sollten auf keinen Fall als Musterlosungen verstanden
werden!

Aufgabe 17 Die Idee: Zeige, dass B(X) vollsténdig ist. Damit konvergiert je-
de CF in C(X)NB(X) gegen ein Element in B(X). Mit Satz 5.2 (gleichméBige
Limiten stetiger Funktionen sind stetig) folgt die Behauptung.

Aufgabe 18 Da [0, 1] kompakt ist, ist C(X) = C(X) N B(X) und damit
vollsténdig. Wir diirfen den Fixpunktsatz also anwenden. Betrachte die Ab-
bildung O : C([0,1]) — C(][0, 1]),

Olg)(x) = exp(a?) / F (@ 9)g(y)dy.

Ein Fixpunkt dieser Abbildung ist eine Funktion, wie wir sie suchen. Wenn
wir also zeigen, dass O kontrahierend ist, haben wir eine eindeutige Funktion
g wie gewiinscht gefunden.

Es gilt

O(f1)() - O(f)(x)| = / £ m) (faly) — f1(9))dy) .

Da @ kompakt ist, nimmt f(x,y) sein Maximum an und es gilt M :=
max|f(z,y)| < 1. Also ist das Integral

1
< / M\ fa(y) — fi(w)ldy < M maz|faly) — fi(y)| = M|\ f2 — fi]].

Also existiert ein eindeutiger Fixpunkt.
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Aufgabe 18 (a) Sei f kontrahierend, also

[f(z) = F(y)] < gqlz —y]

fiir ein 0 < ¢ < 1 und z,y € [a,b]. Daher gilt

flz) — fy)

/()] = tim | 55—

y—z

‘§q<1.

Umgekehrt: Sei |f'(x)] < 1 Va € [a,b]. Da f’ stetig ist, nimmt es auf [a, b]
sein Maximum 0 < ¢ < 1 an. Nach dem Satz von Rolle existiert fiir alle
r <y € la,b ein £ € (a,b) mit

f@) = fly) = (@ —y).
Daher gilt

[f(x) = FW)l = 1 (Ollz =yl < qlz —yl.

Da der Wertebereich in [a, b] liegt, folgt die erste Aussage.

(b) Eine Lésung von 2z — sin(z) = % ist dquivalent zu einem =z, dass z =

tsin(z)+ 1 erfiillt, dh. zu einem Fixpunkt der Funktion f(z) = $sin(z)+ 1.
Wir miissen zeigen, dass f kontrahierend ist, dh. |f'(z)| < 1 auf [0, 7]. Das

ist aber offensichtlich.

Nach dem im Skript beschriebenen Verfahren ist die Abweichung zwischen
dem exakten Wert z und dem im ¢-ten Iterationsschritt erhaltenen Wert x;
gegeben durch
¢
|z — @] < -

|z — zo].

Da |f'(z)| < 3 auf [0,2] kann man ¢ = 1/2 wihlen. Wenn wir z = 0 als
Startwert wahlen, erhalten wir z; = % und damit insgesamt
(3)' | =21
To— T1| = —=—.
_ % 0 1 2 4

|z — x| <

Da der Fehler |z — z;| < Wloo sein soll, miissen wir mindestens 7 = 8 Iterati-

onsschritte wéihlen. Eine blode Rechnung liefert x ~ 0.48122. . ..
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Aufgabe 19 (i) < (ii) steht in jedem Buch. Zu (iii): Sei A stetig und z,
CF. Wegen ||Az,, — Az,|| < ||4]| - |||zn — xm]| ist dann auch (Az,,) eine CF.
Umgekehrt: A bilde CF auf CF ab und sei nicht stetig, dh. ||A|| £ oo, dh.
fiir alle n € N existiert ein z,, € V' mit ||z,|| = 1 und ||Az,|| > n. Definiere
eine Folge y,, durch

)0 n=0(2)
y”_{x—n n=1(2).

n

Das ist eine NF und damit auch eine CF. Fiir n gerade ist aber ||Ay,|| > 1
und ||Ay,41]| = 0, also kann (Ay,) keine CF sein. Widerspruch.



