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Losungshinweise Blatt 4

Die folgenden Hinweise sollten auf keinen Fall als Musterlosungen verstanden
werden!

Aufgabe 12 Sei X eine unendliche Menge mit der diskreten Metrik versehen.
Dann ist X zwar beschréinkt und abgeschlossen, aber nicht kompakt.

Aufgabe 13 Zunichst folgert man, dass dann auch

b
/ f(@)p(z)de = 0

fiir alle Polynome p. Denn sei p(x) = a,2" +. .. a1z + ay ein Polynom, so gilt
wegen der Linearitdt des Integrals

/abf(x)dx =a, /abf(:z:):c”dx+...a0/abf(x)dx —0.

Nach dem Approximationssatz gibt es zu jedem f eine Folge von Polynomen
i, die gleichméfig gegen f konvergiert. Man betrachte nun die Folge fp.
Diese konvergiert gleichmiiig gegen f2. Da man bei gleichméBiger Konver-
genz Integration und Limesbildung vertauschen darf, erhalten wir

/ab S (a)de = /ab,}Ego(f(flf)pk(x))dx

= lim ( /a b f (l’)pk(fﬁ)dfﬁ>

=0.

Wenn aber das Integral iiber die stetige, nichtnegative Funktion f2 Null ist,
so ist f2 und damit f die Nullfunktion.
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Aufgabe 14 Zunéchst berechnen wir als Hilfslemma die Stammfunktion von
(—a,a) — R, z — va? — 22 fiir a > 0. Man substituiere x = a sin(t) mit
—a <z <tund —F <t < 7. Damit erhélt man

a w/2
/ Va2 — 2?dx = s Va2 — (a sin(t))2d(a sin(t))
w/2

= ar/1 — sin?(t)a cos(t)dt

—m/2

w/2
=a? / cos®(t)dt

—7/2

/21 ot
2/ + cos( )dt
—7/2 2
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Sy

a? 1 /2
= E[t + 53211(215)]7/”/2
=g

Wir berechnen nun das gewiinschte Integral: Es ist

1 1 1 Vi1-y2
flx, y)dx) dy. = / / V1 — a2 —yidx | dy.
/_1 (/_1 ( -1 \J—y/1-¢2
Das Integral nach dx ist von der soeben untersuchten Form mit a = /1 — 2.
Damit gilt

[ ([ sy ay= [ Za-ya =2,

also genau die Hélfte des Volumens der Kugel mit Radius 1 um den Ursprung
im R3.

Aufgabe 15 Ist als Spezialfall in Aufgabe 16 enthalten. Hier die Idee fiir
X = [a,b]: Aufgrund des Approximationssatzes liegen die reellen Polynome
dicht. In diesem Raum liegen aber wiederum die Polynome mit rationalen
Koeffizienten dicht. Das ist aber eine abzéhlbare Menge. Man vervollstandige
die Details...



Aufgabe 16 Da X kompakt ist, ist X nach Aufgabe 11 separabel. Fiir alle
e > 0 und alle x € X existiert somit ein x, aus der abzihlbaren dichten
Teilmenge {x,}%, mit d(z,z,) < €. Definiere eine Folge von Funktionen
gn € C(X,R) durch g,(z) = d(z,x,). Fiir eine beliebige endliche Menge an
Indizes (ny,...,ng) sei dann g, ., = Gn, (x) - - - gp, () und A sei die Menge
aller endlichen Linearkombinationen solcher Funktionen:

A:={a+ Ay roooin O (T) | @y gy € R}

(n1,0.mp)

Das ist eine Unteralgebra, die punktetrennend ist: Seien z,y € X mit x # y
und d(z,y) = 2¢ > 0. Nach Definition ist g,(z) < e. Es ist aber

gn(y) = d(y,z,) > d(x,y) — d(z,x,) > 2¢ — € =€,

also gn () # gn(y).

Damit kénnen wir Stone-Weierstrafl anwenden: A liegt also dicht in C'(X, R).
Der Raum der rationalen Linearkombinationen

ist abzéahlbar und dicht in A, also ist Ag die gesuchte abzdhlbare und dichte
Teilmenge in C(X,R).



