Mathematisches Institut der Universitdt Heidelberg
Prof. Dr. E. Freitag /Thorsten Heidersdorf

Ubungen zur Analysis IT SS 2009

Loésungshinweise Blatt 1

Die folgenden Hinweise sollten auf keinen Fall als Musterlosungen verstanden
werden!

Aufgabe 2 (a) (A)° = A° ist i.A. falsch. Gegenbeispiele sind etwa A = Q"
oder A= {zr e R? | |z| < 1}.

(b) A° = A ist i.A. falsch, man nehme etwa wieder Q™.
(c) Das ist korrekt.

(d) A° U B° ist falsch, man nehme etwa A = {x € R | x > 0}, B = {z €
R|i<a<1}

() Das ist i.A. falsch, ein Gegenbeispiel ist etwa A ={c € R |0 < z < 3},
B={zeR|i<az<1}

(f) Das ist korrekt.

Aufgabe 3 (a) Die Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag impliziert:
[2(@)) —y(@)| < [2(@) —20)[ +[2(0) =y firi=1,2....n
Aufsummieren:
di(z,y) =Y (@) =y < > |w() = 2(0)] + ) [2(1) — y(0)]
i=1 i=1 i=1

= d1<l’,2>+d1(2,y).

Um die Dreiecksungleichung fiir vorgegebene x,y, z beziiglich der Abstands-
funktion d., zu zeigen, sei j der Index (bzw. einer der Indizes), fiir den
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doo(,y) = maxi<i<y [x(7) — y(i)| = |z(4) — y(j)| gilt. Aus der Dreiecksun-
gleichung folgt dann:

doo(,y) = [2(7) —y()| < |2(F) — 2D+ [2(5) —y()] <
max [z(i) — 2(1)| + max [2(i) — y(i)| = doo (2, 2) + doo(2,1).

1<i<n 1<i<n

(b) Ist 7 wie in Teil (a) gewdhlt, so folgt:

dos(z,y) = [2(5) —y()| = VIz(F) —y()?

< Z\x (i) = daf.y)

Die mittlere Ungleichung dy(z,y) < d;(x,y) folgt aus der folgenden Abschitzung:

Wegen der strengen Monotonie der Quadratwurzelfunktion folgt diese Un-
gleichung aus:

Das ist aber eine wahre Ungleichung, denn die rechte Seite ist die Summe
aus der linken Seite und aus der nichtnegativen Summe » . [a;| - |a;].
Die rechte Ungleichung folgt jetzt so:

n

= > Ja(i)-y(0)| < Zl% () ()| = 3 do,9) = (. 9).

=1

(c) Wir zeigen fiir ein Element x € R" und fiir eine Folge (z;) ey im R”, dass
folgende Aussagen dquivalent sind:



(i) lim; o z; = x beziiglich der Metrik d.;
(ii) lim; . x; = = beziiglich der Metrik d;

(ili) lim; o x; = = beziiglich der Metrik d.

Aus (i) folgt (ii): Fiir vorgegebenes € > 0 gibt es wegen (i) ein Ny € N, so
dass fiir alle j > Ny gilt: doo (75, z) < <. Fiir diese j gilt dann aber nach (b):
di(7j,7) <n-dy(zj,2) <n- < =e Daraus folgt sofort (ii).

Aus (ii) folgt (iii): Fiir vorgegebenes € > 0 gibt es wegen (ii) ein Ny € N, so
dass fiir alle j > Ny gilt: dy(x,z) < e. Fiir diese j gilt dann aber nach (b):
dy(xj,x) < di(z;, ) < e. Daraus folgt sofort (iii).

Aus (iii) folgt (i): Fiir vorgegebenes € > 0 gibt es wegen (iii) ein Ny € N, so
dass fiir alle j > Ny gilt: da(xj,2) < e. Fiir diese j gilt dann aber nach (b):
doo(zj,7) < dy(xj,x) < €. Daraus folgt sofort (i).

(d) Zu konstruieren ist eine Folge (x;);eny im R”, die beziiglich dy gegen 0
konvergiert, aber beziiglich der Hammingmetrik dg keine Nullfolge ist.

Wir kénnen z.B. z; = (]ﬁ, e Jﬁ) wihlen. Dann gilt dw(2;,0) = Jﬁ Da
jﬁ eine Nullfolge ist, konvergiert z; beziiglich der Metrik d, gegen 0. Nach
(b) konvergiert ; dann auch beziiglich ds gegen 0.

Andererseits gilt dp(z;,0) = n. Das heifit fir ¢ = 5 gibt es kein Ny mit
dy(z;,0) < e fiir alle j > Nj.



