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Abstract

[Vorwort] Der Basiskorper sei stets R. Also die Vektorrdme in diesem
Vortrag sind endlich dimensionale R-Vektorrdume. Im allgemeinen setze
ich nicht voraus, dass G = Gl(n) ist, sondern ist es GI(V) gemeint, wenn
es die Gruppe G steht. Da wir allerdings den Basiskorper fixiert haben,
gilt die Isomorphie. Der Isomorphismus ist aber nicht kanonisch.

1 Nilpotente Lie Algebren

Definition 1.0.1. (Ideal) Fin Ideal in einer Lie Algebra g ist ein linearer Un-
terraum a C g, sodass gilt

[g,0] Ca, d.h.,Vx € g,a € a gilt stets [z,a] € a .

Definition 1.0.2. Fine Lie Algebra g heifit einfach, falls g nicht abelsch ist und
kein micht-triviales Ideal besitzt. In anderen Worten, jedes Ideal ist entweder
trivial oder ganz g.

Bemerkung 1.0.3.

o Fin Ideal in g ist insbesondere eine Unter-Lie-Algebra. Daher entspricht
jedes Ideal der Korrespondenz zu Unter-Liegruppen einem Normalteiler.
FExplizit sieht man lokal mit dem Zusammenhangsarqgument, namlich mithilfe
der Figenschaft

exp(X)exp(A)exp(—X) € exp(a) .

e Die Voraussetzung “nicht-abelsch” entspricht den algebraischen Konvention
nicht ganz. Oft kann sie durch dim(g) > 1 ersetzt werden.

e Fin Ideal ist genau ein ad-invarianter Unterraum, sodass die Einfachheit
sich aquivalent verstehen lassen als: ”Die adjungierte Darstellung ist nicht-
trivial und irreduzibel.”



e Fualls a und b Ideale in g sind, so sind auch a+b, anb, und [a,b]. Der Quo-
tient g/a ist eine Lie Algebra und fir jeden Lie Algebra Homomorphismus
©:g—bist Ker(y) ein Ideal.

Definition 1.0.4.

(i) Sei g eine Lie Algebra. Das Ideal Dg = (g, g] heifit die derivierte Algebra
oder Kommutatoralgebra von g.

(i) Die absteigende Kette von Idealen

g0g =[ggog=[g"g]D Dy =g g]D

heif$it die derivierte oder Kommutatorfolge. Falls g* = 0 fiir ein i, so heifit
g auflosbar.

(i1i) Die absteigende Kette von Idealen

0001 :=[0,0/ D20 :=[0g06]D Dg1:=1[00 D -

heifst die absteigende Zentralreihe von g. Falls g; = 0 fiir ein i, so heifit g
nilpotent.

Beispiel 1.0.5. Die Lie Algebra der strikt oberen Dreiecksmatrizen ist nilpotent.
Man bildet zundachst eine Normalteilerrethe der Lie Gruppe, welche abhdngig von
der Dimension der Matrizen an einer Stelle abbricht (wo der kleinste Normalteiler
stehen soll), dann betrachte die Korrespondenz zu Unter-Lie Algebren. Dies fiihrt
zu einem Ideal in g, namlich g; fir ein geeignetes i, wo die Zentralreihe abbricht.

Bemerkung 1.0.6. Jede nilpotente Algebra ist auflosbar. Es gilt stets g' C g;
fur alle 1.

Lemma 1.0.1. Sei g eine nilpotente Lie Algebra. Dann gilt:

(1) Jede Unteralgebra by C g ist nilpotent.

(i1) Falls, ¢ : g — ¢ ein Lie Algebra Homomorphismus ist, so ist p(g) nilpotent.
Beweis. (i) [6,5] € [g,0]Nb

(i) ¢([a,b]) = [p(a),p(b)] fiir beliebige a,b C g .



2 N-invariante Unterraume

Wie das Beispiel 1.0.5 schon angedeutet hat, ist der N-invarianter Unterraum
WH einer algebraischen Darstellung W ist nicht trivial, wenn W nicht triv-
ial ist. Sei im Folgenden ad : g — End(g) die adjungierte Darstellung von g.

\Wir beobachten \: Die adjungierte Darstellung definiert eine Wirkung von g auf
sich selbst, da das Bild der Darstellung ein Endomorphismus von g ist. Und zwar
S0,

gng:gxg—g, (r,y)—ady.

Dann wirkt jede Untergruppe b von g auf die obere Gruppe g. Es gilt insbeson-
dere, dass eine Darstellung genau dann irreduzibel ist, wenn die durch Darstellung
definierte Wirkung frei ist. Grober gesagt ist es so, eine lineare Darstellung ¢
einer Gruppe G durch Matrizen ®(g) € GL(V) erlaubt es, die Gruppenoperatio-
nen durch die Multiplikation von Matrizen zu beschreiben. Daher ist die Defini-
tion der Darstellung “aquivalent” zur Wirkung. Eine Darstellung hieflirreduzibel,
wenn ein beliebiges aber festes v € V' durch Anwendung aller ®(g) € GL(V) in
alle w € V erreichen kann. Dies ist genau die Definition einer freien Wirkung.

Satz 2.0.1. Sei g eine Lie Algebra von nilpotenten Endomorphismen von V', und
ser V' ein endlich dimensionaler nicht trivialer Vektorraum. d.h.

gC End(V), [ryl€gVr,yeg, Vregim:2m=0.

Dann ezistiert eine maximale Unteralgebra b von g. d.h. b C g, und es existiere
keine weitere Unteralgebra by C v C g. b besitzt die Kodimension 1.

Beweis. Schritt 1: dim(g) = 1. Die Aussage ist trivial aus der linearen Algebra.

Schritt 2: dim(g) > 1. Angenommen gelte die Aussage fiir alle Lie Algebren von
nilpotenten Endomorphismen endlich dimensionaler Vektorraume, deren Dimen-
sionen echt kleiner als dim(g) sind Wir behaupten dim(g/h) = 1. Da [h,h] C b,
wirkt b durch ad auf g/b.

b ~aa 950 x84 = 9%, (s,t) — ads(t) .
Nach der Annahme zur Nilpotenz existiert ein m, sodass y™ = 0 in End(V) fiir

alle y € h. Dann gilt fiir alle x € g nach der Binomialformel,

2m

(a7 ) = S0 (1 Yt

=0

Es gilt stets entweder i > m oder 2m — i > m, daraus folgt, dass es stets 3* = 0
oder y?™~* = 0 fiir alle i gilt. Daher erhalten wir (ad,)*™ = 0. d.h. b wird
durch nilpotente Endomorphismen auf % dargestellt. Da dimh < dimg, folgt
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dim(ady) < dimg. Daher existiert nach der Induktionsvoraussetzung ein h € g
mit nicht-trivialem Bild in g/b sodass

ady,(h) =0 modh Vyeph.

Diese Beobachtung implieziert insbesondere, dass h+ h - R eine Unteralgebra von
g ist. Aus der Maximalitat von b folgern wir

b+h-R=g, dim(g/h)zl.

Bemerkung 2.0.2. Dieses h muss nicht eindeutig sein, aber existiert auf jeden
Fall. Es sei denn, sei d < dim(g) die mazimale Dimension, in der eine Unteral-
gebra von g existiert. Dann ist jede Unteralgebra dieser Dimension d maximal in

g.

Satz 2.0.3. Seien g und V wie im Satz 2.0.1. Dann existiert ein v # 0 in V,
sodass gilt x.v =0 fur alle x € g.

Beweis. Schritt 1: dim(g) = 1. Die Aussage ist wieder trivial aus der linearen
Algebra. Ein Endomorphismus ist nilpotent, so besitzt er einen Eigenwert 0.
Dann existiert ein Eigenvektor zu 0.

Schritt 2: dim(g) > 1.

Angenommen gelte die Aussage fiir die echt kleinere Dimensionen als dim(g). Sei
W:={weV|yw=0, Vye€bh}. W ist nicht trivial, da dim(h) < dim(g) und
nach der Induktionsvoraussetzung. Es gilt AW C W, denn y.h.w = [y, h|.w —
hyw = 0 falls w € W ist. (b ist ein Ideal, daher [y, h] ist in h.) h aufgefasst
als eine Wirkung auf V' konnen wir h auf W so einschranken, sodass es immer
noch nilpotent wirkt. Daher besitzt h|y einen Eigenwert 0 und es existiert der
zugehorige Eigenvektor v € W, v # 0 mit h.v = 0. Fiir dieses v gilt insbesondere,
dass jedes Element von g Null wirkt. d.h. fir alle z € g gilt z.v = 0. (Erinnere
dran, g = b+ H - R.) Dann gilt der Satz in der ndchsthéheren Dimension. [

Bemerkung 2.0.4. Sei (V,®) eine Darstellung von G. Der N -invarianter Un-
terraum VN ist mithilfe der exzponentiellen Abbildung gegeben durch

VN={weV|yw=0, Vyecn}.
Zusammen mit dem Satz folgern wir, dass VN auch nicht trivial ist, wenn V # 0.

4



Bemerkung 2.0.5. Se: V wieder ein endlich dimensionaler Vektorraum. Sei
t C End(V) der Raum aller diagonalen Matrizen (beziiglich einer algebraischen
Darstellung und geeigneter Basis). Dann gilt fiir a € t, aVN C VN, Ferner gilt
fiirw € VN, und firY € N,

Y.a.(w) = a.a”Ya(w) = aw,

denn a.w ist N-invariant, und da N normal ist. d.h. a *Na C N. Daher zerfillt
VN unter t in Eigenrdume.

Definition 2.0.6. Die Gewichte der Eigenraumzerlergung von VY heifien die
Hochstgewichte von V.

3 Hochstgewichte

Satz 3.0.1. (Poincaré-Birkhoff-Witt) Sei g eine endlich dimensionale Lie Alge-
bra. Sei {Xi, Xo,---,X,} eine geordnete Basis von g. Dann ist der Raum aller
Monomen

(LXl)jl (LX2)j2 e (LXn)Jn ) jk 2 0 ) Vk )

eine Basis von U(g). Insbesondere ist die kanonische Abbildung v injektiv.

Bemerkung 3.0.2. Der Satz wurde im letzten Vortrag ohne den Zusatz eingefiihrt,
dass die kanonische Abbildung injektiv ist. Finen expliziten Beweis findet man
2. B unter [www-users.math.umn.edu/ Garrett/m/algebra/pbw.pdf, der erste Link,
wenn man im Google ”Poincaré-Birkhoff- Witt theorem proof” eintippt.

Satz 3.0.3. (R.Weissauer, Tensorrechnung und Riemannsche Geometrie 2005,
Seite 48) Jede algebraische Darstellung zerfdllt in eine direkte Summe von irreduz-
wblen algebraischen Darstellungen. Fir irreduzible algebraische Darstellungen W
ist der Raum WY eindimensional. Das zugehorige Hochstgewicht o ist dominant
und bestimmt die irreduzible algebraische Darstellung (W, ®) bis auf Isomorphie.

\Konstruktion \: Wir wéhlen nun das Indexpaar (i, ) immer so, dass i < j. Seien
E;; stets eine Matrix mit einem einzigen Eintrag 1 an (4, j)-Stelle. Also, es gilt
stets E;; in n, und Ej;; in 0. Weiter sei {H;,---, H,} eine Basis von t. Der
Poincaré-Birkhoff-Witt Satz impliziert nun, dass alle Elemente der Form

Cp.q.r) = ]] E””HH% I =7

1,7 ord i,j ord




eine Basis von U(g) bilden (bis auf ¢ !). Nach der Bemerkung 4.5. aus letzter
Stunde kann man W als U(g)-Modul verstehen, indem ® als Wirkung aufgefasst
wird.

Sei nun o das Hochstgewicht von &, weiter sei v der von Null verschiedene
Hochstgewichtsvektor. Angenommen sei ® irreduzibel. Wir betrachten I'(p, ¢, 7)v.
Jedes Eirjjv verschwindet falls r;; > 0. Falls alle r;; = 0, H;v ergibt sich den Fak-
tor a(H;). Nun sehen wir an:

Lemma 3.0.1. Sei v € W ein Eigenvektor unter t vom Gewicht (aq, -+, ay).
Dann ist (1E;;)(v) ein Eigenvektor vom Gewicht (o, -+ , =1, -+ ,aj+1, -+ ay).

Beweis zum Lemma. Fiir jedes H € t gilt

O(H)P(LE;)v = ®(HIE;uH O H)v = %X(H)(I)(LEJ-Z-)U :

)

O

Nach dem Lemma folgt, dass jede Anwendung von E;; das Gewicht immer kleiner
im Bezug der lexikographischen Ordnung macht. Das heifit insbesondere, dass
die einzige Vektoren zum Gewicht o in U(g)v genau eindimensionalen Raum R -v
bilden. Wir erhalten ein Paar Korollare:

Korollar 3.0.4. Hichstgewichte sind dominant. d.h. Fir (oq,--- o) gilt ap >
(D) Z e 2 Q.

Korollar 3.0.5. Durch sukzessive Anwendungen von Ej; aus dem Produkt-term
i) ora Eji° erhalten wir alle vom o verschiedene Gewichte o/ von der Form

o =a-— Zpij(ei —ej) .

1<j

Zusammen mit dem Korollar ist der N-invariante Raum W eindimensional. Es
sei denn, die Irreduziblitat impliziert U(g)v = W, der Raum aller Vektoren zum
Gewicht « ist R - v, alle Gewichte werden gegeben durch o minus Linearkombi-
nation positiver Koeffizienten. Also gilt W =P, , R -v.

Eindeutigkeit || Gegeben seien (Wi, ®1) und (W5, ®5) zwei irreduzible Darstellun-
gen mit einem gemeinsamen Hochstgewicht . Seien vy, v von Null verschidene
Hochstgewichtsvektoren zu & bzw. ®5. Wir konstruieren

S= (P, ® ) (U(g))(v1 ® v2) .

Es ist einfach nachzuweisen, dass S dann wieder irreduzibel ist. (Wende iiblichen
Argument im Abschnitt 2 mit U(g) und Poincaré-Birkhoff-Witt an!). Durch

6



das Lemma von Schur auf proj;(S) folgern wir V; dquivalent zu S ist, sowie V5
aquivalent zu S. Daher ist Vi dquivalent zu V5.

: Nach dem Satz sollte ein Hochstgewicht a eine irreduzible Darstellung
bis auf Isomorphie bestimmen. Also es ist noch zu zeigen, ob sie tiberhaupt
existiert.

Leider konnte ich im folgenden Beweis lediglich fiir einfach zusammenhangende
komplexen Liegruppen die Existenz solches ® nachweisen. Fiir den Fall G =
Gl(n,C) sollte der Beweis problemlos funktionieren, aber fiir den allgemeineren
Fall bleibt es mir eine Frage....

Zunachst sei b := t @& n. Wir betrachten das Verma Modul

V(a) =U(g) ®um Ca

Zusammen mit der Wirkung (Multiplikation bis auf der Darstellung) auf den
ersten Faktor ist das Verma Modul ein unendlich dimensionales U(g) Modul mit
einer Basis

{ H ES @ 1] (pi;) beliebige Folge mit Werten in N. }

i,j ord

Wir beachten, dass 1 ® 1 ein Eigenvektor zum Ho6chstgewicht . Die Summe
aller U(g) Untermodule ohne C - (1 ® 1) bildet ein maximales echtes U(g) Un-

termodul M (a). Dann ist das Quotientmodul V<O‘)/M( a) irreduzibel. Ferner ist

das Quotinentmodul V(O‘>/M( a) endlich dimensional fiir dominante Gewichte «.

Das sieht man durch Variieren des Gewichtes. Nun schranken wir die Wirkung
von gl(n) auf den Unteralgebra u(n) ein. Da G einfach zusammenhéngend ist,
erhalten wir dann ein U(g)-Untermodul. Da ein Hochstgewicht dominant ist, und
da jedes U(g)-Untermodul eine Darstellung von G definiert, sieht man ein, dass
ein Hochstgewicht eine irreduzible Darstellung definiert.

‘Bemerkung zum Beweis: ‘

e Da die unitdre Lie Algebra im Beweis angewendet wurde, ist es notwendig,
den Basiskorper als C zu fixieren.

e Im Beweis stand am Ende das Argument, dass man wegen der Injektivitat
der exponentielle Abbildung die gewtinschte Darstellung erhalten kann.
Dies ist aber falsch. Es gab eine nette Bemerkung von Frau Maurischat
wahrend des Vortrags, dass die exponentielle Abbildung nicht injektiv ist,
selbst wenn die Lie Gruppe einfach zusammenhéangend ist. Dafiir wurde ein
Beispiel G = t, die Gruppe (gleichzeitig sogar eine Algebra) aller Diagonal-
matrizen, vorgegeben. Namlich,

expldiag(2mi, 2mi, - - -, 2mi)] = diag(1,1,--- ,1) = expldiag(0,0,--- ,0)] .
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