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Einleitung

Kurz vor seinem Tod im Jahre 1912, formulierte ein bedeutender franzosischer Mathema-
tiker, Henri Poincaré, das sogenannte Poincaré-Birkhoff Fixpunkttheorem oder auch Poin-
carés letztes geometrisches Theorem. Aus Zeitgriinden gelang es Poincaré jedoch nicht,
das Theorem im Allgemeinen, sondern lediglich in Spezialfillen, zu beweisen. Uberra-
schenderweise wurde wenige Monate nach der Herausgabe des Theorems ein Beweis
von George D. Birkhoff vorgestellt. In der vorliegenden Bachelorarbeit werden ebendie-
ses Theorem und einige Anwendungen dessen auf die Theorie der Billards untersucht.
Das Poincaré-Birkhoff Fixpunkttheorem befasst sich mit der Existenz von mindestens
zwei Fixpunkten fiir einen sogenannten flaichenerhaltenden Homdomorphismus auf ei-
nem Kreisring. Angewandt auf ein geometrisches Problem, genauer gesagt das Billard-
kugelproblem, liefert dieses Theorem die Existenz unendlich vieler unterschiedlicher pe-
riodischer Orbits auf einem strikt konvexen Billardtisch.

Um eine eingehende Auseinandersetzung mit dem Poincaré-Birkhoff Fixpunkttheorem
zu ermdglichen, soll dieses Theorem zu Beginn motiviert und die fiir dessen Statuie-
rung notigen Notationen eingefiihrt werden. Nachdem die genaue Aussage des Poincaré-
Birkhoff Fixpunkttheorems dargelegt wurde, wird dessen Beweis, der den Grofteil dieser
Arbeit darstellt, priasentiert. Den Abschluss des ersten Kapitels bildet eine Aussage zur
Existenz unendlich vieler periodischer Orbits im Inneren eines Kreisrings, auf welche im
folgenden Abschnitt Bezug genommen wird.

Mit Hilfe der Erkenntnisse aus dem Poincaré-Birkhoff Fixpunkttheorem wird im zweiten
Kapitel dieser Arbeit das sogenannte Billardkugelproblem untersucht. Zu diesem Zweck
wird zuerst eine Abbildung, die das Billardkugelproblem modelliert, parametrisiert, um
damit unter Anwendung des Theorems iiber unendlich viele periodische Orbits die Exis-
tenz derer auf einem strikt konvexen Billardtisch zu zeigen. Bei dem Billardkugelproblem
entsprechen Fixpunkte somit geschlossenen Billardbahnen, welche wir abschlieend an-
schaulich interpretieren konnen.

Schlussendlich liefert diese Arbeit einen Beweis des Poincaré-Birkhoff Fixpunkttheo-

rems und eine Einfiihrung in die Theorie der Billards.



Kapitel 1

Das Poincaré-Birkhoff

Fixpunkttheorem

In diesem Kapitel wollen wir das Poincaré-Birkhoff Fixpunkttheorem erkldren und be-
weisen. Zunichst wird ein Uberblick iiber dieses Fixpunkttheorem gegeben und im An-
schluss daran eine Verfeinerung der Voraussetzungen dargelegt, um auf den darin einge-
fithrten Notationen aufbauend, den Beweis des Theorems ausarbeiten zu konnen. Dazu
werden wir den Beweis von Birkhoff ausfiihren.

Dabei bildet die Grundlage dieser Ausarbeitung [MZ05]. Des Weiteren wurden [Birl3]

sowie [Poil2] und in einigen Bemerkungen zu diesem Theorem [MS98] verwendet.

1.1 Uberblick iiber das Theorem

Im Poincaré-Birkhoff Fixpunkttheorem werden ein Kreisring A mit innerem Rand a und

duBerem Rand b
A= {(u,v) €eR*|a <u®+v* < b}

in der u, v-Ebene sowie ein Homdomorphismus
P: A— A
betrachtet. Dabei soll die Abbildung v die folgenden drei Eigenschaften erfiillen:

(a) Die beiden Randkomponenten a und b bleiben erhalten, d.h. der innere Rand «a

sowie der duflere Rand b werden unter v jeweils auf sich selbst abgebildet.

(b) Weiterhin gilt die ,,Twist-Bedingung*, welche besagt, dass die beiden Randkreise

des Kreisrings A entgegengesetzt orientiert sein sollen.
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(c) Zudem gilt fiir jede offene Menge £ C A im Kreisring A die Identitit

//du/\dvz//du/\dv.
E Y(E)

Dann besagt das Poincaré-Birkhoff Fixpunkttheorem, dass ein solcher Homdomorphis-

mus ) mindestens zwei Fixpunkte im Inneren des Kreisrings A besitzt.

1.2 Hinfiihrung zum Theorem

In diesem Abschnitt prizisieren wir die zu betrachtenden Voraussetzungen des Poincaré-
Birkhoff Fixpunkttheorems. Dazu werden Polarkoordinaten z,y € Rmity > 0 via
p: R? — A vermoge

(2.) > (u,0) = (VG cos(a), y/Fsin(x))

eingefiihrt. Dabei gilt a < y = u? + v? < b.

Behauptung. Mit diesen Bezeichnungen folgt:
du A dv = (dy A dz).
Beweis. Dies ergibt sich direkt durch Nachrechnen:

du A dv = d(y/ycos(x)) Ad(y/ysin(z))
= (—/y - sin(z) dz + ﬁg cos(z) dy)
A (/Y - cos(z) dx + ﬁg sin(z) dy)
==\ 505 - sin’(z)(dz A dy)
+Y - ﬁg - cos?(z)(dy A dx)
2(sin®(z) + cos*(z))(dy A da)
= 1(dy A d). O

Infolgedessen bleibt also auch beim Ubergang auf die Polarkoordinaten x, y das Lebesgue-

MabB erhalten, d.h. es gilt die Gleichung

//du/\dU:%//dy/\dx.
E E



4 KAPITEL 1. DAS POINCARE-BIRKHOFF FIXPUNKTTHEOREM

Aus diesem Grund werden wir im Folgenden auf die x, y-Koordinatenbeschreibung iiber-
gehen. Dann entspricht der Kreisring A dem Streifen .S

S:={(z,y) eR*|a <y < b},

wobei die Koordinaten u,v die z-Koordinate bis auf ganzzahliges Vielfaches von 27
bestimmen. Wir werden also eine Abbildung ¢: S — S betrachten, die durch die Ab-
bildung v jedoch nicht eindeutig definiert ist. Aus der Betrachtung dieses kommutativen

Diagramms

s,

p LP
ergibt sich p o ¢ = 1 o p. Somit handelt es sich bei der Abbildung ¢ um einen Homoo-

morphismus, den wir im Folgenden genauer untersuchen werden, auf dem Streifen S.

Dazu betrachten wir eine Translation s: S — S um 27 in z-Richtung
(z,y) = (z +2m,y).

Offenbar gilt damit p o s™ o ¢ = 1) o p, da p o s = p. Daraus wird ersichtlich, dass ein
Fixpunkt von ¢ automatisch auch ein Fixpunkt von ¢ ist, aber nicht umgekehrt.
In Polarkoordinaten gegeben schreiben wir die Abbildung ¢: S — S auf dem Streifen S

nun als Tupel von zwei stetigen Funktionen f, g: R? — R

o(x,y) = (f(2,y),9(z,y)).

Dabei haben die Punkte (x,y) und s(x,y) = (x + 2m,y) die gleichen Bildpunkte im
Kreisring A, d.h. es gilt:

flz+2m,y) = f(x,y) + 2kn mit k € Z,
g(z +2m,y) = g(z,y).

Hierbei ist anzumerken, dass f an jedem Punkt im Kreisring A eindeutig bestimmt und
somit in x periodisch mit Periode 27 ist. Da f eine stetige Funktion ist, ist die Differenz
f(z + 2w, y) — f(x,y) = 2k7 entsprechend fiir alle (z,y) € S identisch. Demzufolge
gilt:

pos=s"0dp.

Analog zu obiger Konstruktion findet man zu der inversen Abbildung ¢! eine Zahl
k' € Z. Dann folgt aus ¢ o ¢~ = id, dass k - k¥’ = 1 und damit k¥ = =41 gilt. Im
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Folgenden werden wir ohne Einschrinkung annehmen, dass ¢ die Orientierung erhilt,

wodurch entsprechend £ = 1 folgt. Somit resultiert

pos=s00q.

Insgesamt ergeben sich die folgenden Voraussetzungen fiir das Poincaré-Birkhoff Fix-

punkttheorem:

(a) Die beiden dufleren Ridnder bleiben unter ¢ erhalten, d.h.
g(x,a) =a, g(x,b) =b.
(b) Es gilt die ,,Twist-Bedingung*®, d.h.
(f(z,a) = 2)(f(z,0) — ) <O.

(c) Fiir jede offene Menge ' C A gilt die Identitét

m(E) = //da:Ady.

Wir definieren nun die Eigenschaft der Fldchenerhaltung, um diese Bezeichnung im fol-

genden Abschnitt verwenden zu kénnen.

Definition 1. Eine Abbildung v heilit flichenerhaltend, wenn die Orientierung und fiir
jede offene Menge £ C A das Maf}

m(E) = [ [ deny

erhalten bleiben.

1.3 Aussage des Theorems

Nachdem wir einen Uberblick iiber die Situation des Poincaré-Birkhoff Fixpunkttheo-
rems erhalten haben, werden wir in diesem Abschnitt das Hauptresultat dieser Bachelor-
arbeit priasentieren. Dazu wird zunichst das Theorem statuiert und im Anschluss daran

werden einige Bemerkungen zu der Wichtigkeit der Voraussetzungen gegeben.

Theorem 1. (Poincaré-Birkhoff Fixpunkttheorem)

Sei ¢: S — S ein flichenerhaltender Homdomorphismus des Streifens S, der die in Ab-
schnitt 1.2 genannten Voraussetzungen erfiillt. Dann besitzt die Abbildung ¢ mindestens
zwei nicht-dquivalente Fixpunkte Fy, Fs, d.h. es gilt

SI(F)#F, VYjEl.
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Bemerkung. Sowohl die ,,Twist-Bedingung* als auch die Eigenschaft der Flachenerhal-
tung sind notige Voraussetzungen fiir dieses Fixpunkttheorem. Dies wird ersichtlich an-

hand folgender Beispiele:

1. Die Translation
oz, y) = (z + 3,9)

ist eine flaichenerhaltende Abbildung, welche die ,,Twist-Bedingung* verletzt.
Beweis. Wir betrachten dazu:

(a) Es gilt fiir das Differential der Translation ¢

D(a.y) = (; 2) |

Also sind D¢(z, y) 2 = (é) und D¢(z, y)a% = (2)

Damit ergeben sich

o 0 o 0
slarnay) (550 ) =0=oa@rna) (5.5 )

¢*(dx A dy) (%,%) = (dz A dy) ((;) , <(1)>> = 1.

Insgesamt folgt, dass ¢ eine flichenerhaltende Abbildung ist.

(b) Fiir die Translation ¢(z,y) = (z + 1,y) ist
1
Also gilt
1
flz,a) =a+ 5>
Daraus folgt, dass ¢ die ,,Twist-Bedingung* verletzt.

Somit ist das Theorem 1 nicht anwendbar, jedoch besitzt diese Abbildung als Trans-

lation ohnehin keine Fixpunkte. [

2. Die Abbildung
U(@y) = (@ +y—35.97)
auf dem Kreisring 0 < y < 1 erfiillt die ,, Twist-Bedingung*, ist aber nicht flichen-
erhaltend.
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Beweis. Dafiir zeigen wir:
(a) Fiir die Abbildung v gilt:
1 2
flz.y) =2 +y—5undg(z,y) =y~
Also folgt im Kreisring 0 <y < 1:
1 1
f(z,0) =r-5<32 und  f(z,1) :x+§ > .

Somit ist die ,, Twist-Bedingung* erfiillt.

(b) Es gilt fiir das Differential der Abbildung :

Dib(z,y) = (1 20y> |

1 0
Also gelten Dy (z,y) & = <1> und Dib(x,y)a% = (2y>

Damit ergeben sich

z’ Ox

¥ (de Ady) (82, 3) =0 =¢"(dz A dy) (a%’ a%)

und

Y*(dz A dy) (%,%) = (dz A dy) ((1) , <20y)> =2dy # 1.

Demzufolge ist ¢/ nicht flichenerhaltend.

Fiir die Abbildung ) sind Fixpunkte nur fiir y = % moglich. Daraus folgt aber, dass
y? # y gilt. Also ist diese Abbildung ebenfalls fixpunktfrei. [

Bemerkung. Anhand Abbildung 1.1 wird ersichtlich, dass das Theorem 1 tatsdchlich ge-
nau zwei Fixpunkte liefern kann. Die gezeigte Abbildung erfiillt alle Voraussetzungen aus
Abschnitt 1.2 auf Seite 5 und es liegen genau zwei Fixpunkte in dem gezeigten Kreisring

VOr.

1.4 Beweis des Theorems

In diesem Abschnitt fithren wir den Beweis des Poincaré-Birkhoff Fixpunkttheorems aus.

Dabei legen wir zunichst die Existenz eines ersten Fixpunktes der Abbildung ¢ dar. Die
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Abbildung 1.1: Twist-Abbildung mit genau zwei Fixpunkten in einem Kreisring

Existenz eines zweiten Fixpunktes kann durch eine Modifikation dieses Beweises gezeigt
werden. Dazu sei auf den Abschnitt 1.5 verwiesen.

Zur Beweisstrategie ist anzufiihren, dass wir zunichst annehmen, dass der Homdomor-
phismus ¢ keinen Fixpunkt im Streifen S besitzt. Dies wird tiber die Einfithrung eines
Index zum Widerspruch gefiihrt. Der GroBteil der Beweisarbeit liegt dann darin, die den

Widerspruch kreierende Proposition 1 zu iiberpriifen.

Beweis. Wir nehmen also an, dass ¢ keinen Fixpunkt in S hat. Ohne Einschrinkung

stellen wir die ,,Twist-Bedingung* folgendermaf3en dar:
f(x,a)—x>0, f(.%,b)—$<07

sonst gehen wir von (z, y) auf (—z,y) iiber.

y=="b
yL:; P~ op(P)
m
y=a,a=20

Abbildung 1.2: Darstellung zweier getwisteter Kurven im Streifen S

Die Situation des Theorems 1 ist in Abbildung 1.2 dargestellt.! Der Abbildung 1.2 kann
man entnehmen, dass «(P) := arg(P, ¢(P)) den Winkel zwischen dem Vektor von P

!Es ist nicht moglich zwei getwistete Kurven ohne einen Fixpunkt darzustellen.
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nach ¢(P) und der positiven z-Achse bezeichnet. Dieser ist bis auf ganzzahlige Vielfache
von 27 definiert. Zur Wohldefiniertheit setzen wir den Winkel o (P) = 0 fiir P auf y = a.

Mit Hilfe dieses Winkels definieren wir einen Index:

J(9) = O‘(P>|y=b-

Dieser bezeichnet den Wert von v am obigen Rand. Es ist auch moglich den Index als

Steigung von « entlang einer Kurve C'in S vermoge

Jo(9) 3:/(104

C

zu definieren.

Behauptung. Diese beiden Definitionen stimmen iiberein, d.h. es gilt:

ﬂw:awmﬂzfmw

C

Beweis. Die Behauptung ergibt sich durch direktes Nachrechnen:

jo(@) = [ da

Il
D\H

= j(®). H

Mit Hilfe der folgenden Proposition 1 fithren wir die Annahme, dass die Abbildung ¢
keinen Fixpunkt im Streifen S besitzt, zum Widerspruch. Daraus folgt die Existenz ei-
nes Fixpunktes. Dabei wird zur Erhaltung der Stringenz der Beweis der Proposition 1

aufgeschoben.

Proposition 1. Fiir beliebige fixpunktfreie, flichenerhaltende Abbildungen, welche die
Voraussetzungen aus dem Abschnitt 1.2 auf Seite 5 erfiillen, ist der Index j(¢) unabhiingig
von der Abbildung ¢, tatsdchlich gilt:

j(¢) = .
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Wir definieren nun die Reflexion p: S — S gegeben durch (z,y) — (—=z,y). Nach Vor-
aussetzung erfiillt die Abbildung ¢ alle Bedingungen des Theorems 1 und hat nach An-
nahme keinen Fixpunkt. Dann gilt fiir die Verkettung p~! o ¢ o p offenbar selbiges, da nur

eine Reflexion in beide Richtungen vorliegt.
Proposition 2. Fiir ein fixpunktfreies ¢ gilt:
j(ptogop)=—jle), jlo7')=j(®)
Beweis. Dazu sei C': R — S eine Kurve mit
t—(x=0,y=1)

fiira <t < b, sodass poC = C gilt. Durch den Ubergang von ¢ auf p~! o ¢ o p verindert
sich der Winkel von o zu m — «, wie man in Abbildung 1.2 auf Seite 8 erkennt. Damit
ergibt sich die Gleichheit:

jC(pfl opop) = /d(ﬂ' — )

= —jo(9).

Sei nun C' eine Kurve von y = a nach y = b und ¢(C') ebenfalls. Dann entspricht der
Winkel « beim Punkt P € C' dem Winkel 7 + a bei ¢(P) € ¢(C') (vgl. Abbildung 1.2
auf Seite 8). Damit folgt die Aussage der Proposition 2:

Jeey(@7h) = / d(m + a)

$(C)

~ [ da

C
= jo(9). O

Im Anschluss an Proposition 1 wurde bereits festgestellt, dass p~! o ¢ o p alle Vorausset-

zungen des Theorems 1 erfiillt, wenn diese fiir ¢ gelten. Aus Proposition 2 ergibt sich:
Jp~tog T op)=—j(@7") = —j(d) =j(p~ 0 pop).

Daraus folgt, dass j = 0 gelten muss. Dies steht aber im Widerspruch zur Propostion 1.

Zum Beweis des Theorems 1 bleibt somit noch die Proposition 1 zu zeigen.
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Beweis. (Propositon 1) Dazu weiten wir den Homéomorphismus ¢ zu einem Homdo-

morphismus der Ebene R? durch

flz,a) firy<a
f(z,b) firy=>b

flx,y) =
g(r,y) =y firy <aundy >b

aus. Dann ist ¢ nur auf dem Streifen S flachenerhaltend. Wir definieren mit Hilfe des
flichenerhaltenden Shifts 7.: .S — S

(z,y) = (z,y +¢)
die Abbildung ¢.: S — S durch

¢s:7—so¢-

Dabei ist ¢. mit 0 < ¢ < dist(P, ¢(P)) fiir alle P ebenfalls fixpunktfrei und auf dem
Streifen S flichenerhaltend. Nun definieren wir den Index j(¢.) := (2k + 1)7 mitk € Z
durch

<,

[ da. it

wobei a.(P) = arg(P, ¢.(P)) gilt und C eine Kurve vony < anachy > bist. Somit

geniigt es zu zeigen, dass j(¢.) = 7 gilt.

Dazu betrachten wir eine Kurve [" von y = a nach y > b. Dann gilt:

‘/daa —w‘ < (1.1)
I

Aus dieser Behauptung folgt unmittelbar, dass j(¢.) = 7 gilt und summa summarum die

Proposition 1. Es bleibt also zu zeigen, dass (1.1) erfiillt ist.

Zu diesem Zweck untersuchen wir e-Streifen im Streifen S. Wir definieren
Dy:={(r,y) eR*|a<y<a+e} und D;:=¢ (Dy) Vj.

Zur Veranschaulichung dieser Streifen schauen wir die Abbildung 1.3 auf Seite 14 an.

Behauptung. Fiir j < 0 gilt:

Dj:{(x,y)€R2|a+j6§y<a+(j+1)s}.
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Beweis. Es ist also zu zeigen, dass
D; = ¢1(Do)
fiir 5 < 0 gilt. Definiere dazu zunéchst
lN?j ={(z,y) eR* |a+je<y<a+(j+1)e}

Dann ist zu iiberpriifen, dass gilt:

¢.(D;) = Dy.
Betrachte zuerst den Fall 7 = —1. Es ist klar, dass 15_1 eine maximale Breite von ¢ hat.
Daher gelangt man durch Ausfiihrung von ¢5(5,1) direkt in den Streifen Dy. Also folgt
die Behauptung. Diese Uberlegung kann man analog fiir alle j < 0 anwenden. Fiir j = 0
folgt die Behauptung unmittelbar aus der Definiton von Dj. Schlussendlich ergibt sich
die Identitét

Dj=D;={(z,y) €R?* |a+je <y <a+(j+1)} O

Die Streifen D; sind nach soeben bewiesener Behauptung fiir j < 0 offenbar disjunkt.
Somit folgt auch fiir j > 0, dass die Streifen D; disjunkt sind, da es sich hierbei um
die Bilder von disjunkten Mengen (nédmlich der Streifen D; mit j < 0) unter dem Ho-
moomorphismus ¢. handelt. Entsprechend gehen die Streifen sukzessive ineinander tiber,
d.h. ein Streifen D;, [ € Z, wird durch den Homdomorphismus ¢. in einen Streifen D,
tiberfiihrt. Durch wiederholte Ausfiihrung dieses Prozesses entwickelt sich daraus fiir alle
J € Z eine fortlaufende Schicht der Streifen D);.

Des Weiteren sind die Streifen D; invariant unter der Shiftabbildung s, da¢os = so ¢
gilt, wobei s: S — S vermoge (z,y) — (x+27,y) gegeben ist. Wir konnen die betrach-
teten Streifen D; somit als Kreisringe auffassen.

Die Flichen der D); sind identisch, da ¢, flichenerhaltend ist. Somit hat jeder Streifen D);

eine Breite von e. Es gilt also:

e 2m
m(D;) = m(Dy) = //du A dv = 2me > 0.
0 0

Aus diesem Grund liegen die Mengen D;, j > 0, in der Ebene mit y > a, aber nicht alle
im Streifen S, da die Fliche m(S) = 27(b — a) < oo endlich ist. Ergo definieren wir
N € N als die Zahl, sodass

DO,Dl,...,DN_lCSundDNgzs

gilt. Sei Q € Dy, der Punkt mit dem groBten y-Wert in Dy ;. Da ¢. ein Homéo-
morphismus ist, liegt Q € Dy 1.
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Behauptung. Dabei gilt:
Q = N (Py) mit Py € {y = a} C Dy.
Beweis. Betrachte dazu fiir Py € {y < a}
Fye D fiirein 57 < 0.
Daraus folgt, dass
oM (Ry) € Djini2 € Do
gilt und entsprechend

¢NT2(Py) € Djsni2 € Dy
Ebenfalls folgt fiirr Py € {y > a}

Fye D fiirein 57 > 0.

Damit ergibt sich analog zu oben, dass Py € {y = a} C Dj. O

Nun definieren wir P; := ¢ (Pp) mit 0 < j < N +2. Folglich gilt Py.5 = Q. Aus diesen
Punkten konstruieren wir eine stetige Kurve v: [0, N + 2] — R?, indem wir zunéchst P

und das Bild von F, unter ¢. durch eine Gerade verbinden:

t t
’Y(t):—Pl—F(l——)PO fur0§t§5
3 3

Im Anschluss iterieren wir diesen Weg unter ¢, :

Y(t+e-j)=¢lor(t) fir0<t<e j=12,...,N+1.

Entsprechend ist y(¢) firalle 0 <t < T = (N + 2) - € definiert und verbindet die Punkte
1(0) = By und 1(T) = (0 + (N +2) - €) = 652 0 7(0) = 9¥*2(Py) = Q = Py,
Nach Konstruktion von @ liegt die ganze Kurve 7(¢) in dem Streifen S zwischen den
Parallelen zur xz-Achse durch P und Py, o = @), vgl. Abbildung 1.3.

Damit haben wir die Kurve 7 vollstidndig konstruiert und miissen noch beweisen, dass sie
keine Selbstschnitte besitzt.

Proposition 3. Die Kurve (t) hat keine Selbstschnitte fiir 0 < t < T, d.h. es gilt:
v(t) # v(s) fiir0 <t<s<T.
Beweis. Es gilt die Inklusion:

{y(t) eR?* | je <t < (j+1)e} C D;.
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PN+2:Q

Yy PN+1
b
a—+¢e
a

2T

Abbildung 1.3: Die Streifen der D; und der Weg ~y

Nach Voraussetzung sind alle Dy, D1, ..., Dy disjunkt. Demnach kann ein Selbstschnitt

nur in einem Intervall [je, (j + 1)e), j € Z, auftreten, d.h. es ist
y(t) = ~(s) mit je <t <s<(j+ 1)e.
Offensichtlich gelten:
ye)=P und (j-e) = LR,

Aus der Definition des Homdomorphismus ¢/ folgt ebenso:

We+j-e)=v(0+1)-¢)
= ¢L(7(e))
= ¢l(P).
Folglich entspricht das Intervall [je, (j + 1)e) der direkten Verbindungslinie der beiden
Punkte F, und P;. Somit folgt die Behauptung. [

Im letzten Schritt wihlen wir fiir I' die soeben konstruierte Kurve (¢), 0 <t < T — ¢,
um die Ungleichung (1.1) auf Seite 11 zu iiberpriifen. Wir definieren fiir dieses Ziel einen
Winkel 5 zwischen den Kurvenabschnitten ~y(¢) und v(s) mit 0 < ¢ < s < T durch

p(t,s) = arg(y(t),7(s)) (mod 2m).
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Der Winkel 3 ist (mod 27) definiert, da v nach Proposition 3 frei von Selbstschnitten

ist. Aus dieser Definition folgt:

ac(y(t) = arg((t), p-(v(1)))
= arg(y(t),7(t+1-¢))
= [(t,t +¢) (mod 27).

[ o= [as

r I

AuBerdem gilt die Identitét

mit [ als Linie gegeben durch s =t +¢,0 <t < T — ¢, in der (¢, s)-Ebene.

177

17

0 T—¢ T
Abbildung 1.4: Darstellung der 7-Bereiche

Aus Abbildung 1.4 geht hervor:

/dﬁz / dgs. (1.2)

1 II+111

Um das rechte Integral der Gleichung (1.2) zu berechnen, bestimmen wir das Integral
von (t,s) = (0,¢) zu einem Punkt ¢, welcher auf /7 + I 11 liegt. Dazu betrachten wir die

folgenden Fille:

1. Der Punkt ¢ liegt auf der Strecke //. Dann ergibt sich fiir den Winkel:

p(0, s) = arg(v(0),~(s))-
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Daraus folgt, dass der Vektor von (0) nach «(s) in der oberen Halbfliche bleibt,
d.h. es ist

0< / do <«
IT
erfiillt.

2. Der Punkt ¢ bewegt sich von der Strecke /[ auf die Strecke /1. Entsprechend gilt:

B(t,T) = arg(v(t),v(T))
= arg(y(t), Q).

Wir betrachten also den Vektor von 7(t) nach Q. Da @ > ~(¢) mit 0 < ¢ < T gilt,

folgt:
0< / dg < .
7
Insgesamt erschlieBt sich die folgende Ungleichung:
0< / dg < 2. (1.3)
I1+111

Mit Hilfe des Ausdrucks (1.3) wollen wir nun zeigen, dass

/daszw

r
erfiillt ist. Nach Annahme auf Seite 11 gilt:

a(P) =7 (mod 27) mit P auf y = b.

Daraus folgt:
a.(P) = 2k + 1)m + w(e) mitk € Z,

wobei w(e) v 0 gilt.

Alles in allem gelangen wir zu folgender Gleichung:

(2k:+1)-7r+w(€):F/da€:I/dBZH+ZH dgs.

Unter Betrachtung des Ausdrucks (1.3) konnen wir daraus schlussfolgern, dass & = 0

/doz6 = .

r
Insbesondere wissen wir jetzt, dass der Ausdruck (1.1) auf Seite 11 erfiillt ist. Also folgt

gelten muss, d.h. es gilt:

schlussendlich die Behauptung der Proposition 1. 0
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Somit haben wir den gewiinschten Widerspruch kreiert und demzufolge die Existenz ei-
nes Fixpunktes bewiesen. Die Existenz des zweiten Fixpunktes wird im Abschnitt 1.5
erldutert. 0

1.5 Existenz des zweiten Fixpunktes

Zur Herleitung der Existenz eines zweiten Fixpunktes werden wir zunichst die Abbil-
dung ¢ abédndern, um dann mit dieser Modifikation in Anlehnung an den Beweis der

Existenz des ersten Fixpunktes arbeiten zu konnen.

1.5.1 Modifikation der Abbildung ¢

Wir modifizieren nun die im Theorem 1 verwendete Abbildung ¢. Es ist ausreichend,
wenn die Abbildung ¢ nur einen Randkreis erhilt und keinen Endomorphismus darstellt.
Dann kénnen wir annehmen, dass die Iterationen von ¢ als Homdomorphismen in einer
Umgebung U(S) von S definiert sind. Wir betrachten also die Abbildung

$: S — S
mit S := {(z,y) € R? | a <y < ¢, ¢ > b}, welche den folgenden Bedingungen geniigt:
(a) Der Rand y = a bleibt erhalten:

g(x,a) =a

(b) und die ,,Twist-Bedingung* ist erfiillt:

f(z,a) —z >0, f(z,y)—x<0 fiir (z,y) € S\ S.

1.5.2 Theorem iiber die Existenz des zweiten Fixpunktes

In diesem Abschnitt werden wir das folgende Theorem iiber die Existenz des zweiten
Fixpunktes unter den angegebenen Modifikationen beweisen. Dazu verweisen wir auf

den Beweis des Theorems 1 auf Seite 5, um darauf aufbauend argumentieren zu kénnen.

Theorem 2. Ein flichenerhaltender Homdomorphismus ¢: S — S, der g(xz,a) = a
sowie die ,, Twist-Bedingung “ erfiillt, besitzt mindestens zwei nicht-dquivalente Fixpunkte
im Streifen S.
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Beweis. Wir nehmen an, dass in dem Rechteck —7 < x < 7, a < y < b ein Fixpunkt Fj
existiert. Diesen konnen wir per Translation in z-Richtung auf x = —7 verschieben, d.h.
es gilt:

Fy:=(—m,y).

Wir betrachten nun die modifizierte Translation 7.: S — S gegeben durch

(z,y) = (z,y +ep()).

Dabei sei p(x) eine stetige Funktion der Periode 27, welche den folgenden Bedingungen

geniigt:
21

3
0<p(z) <1, /p(:c)dx>0undp(x)20fﬁrg§x§§.
0

Zur Eindeutigkeit dieser Abbildung setzen wir p(x) > 0 fiir |z| < 7.

p=0 p>0 p=0

a \
—T 0 s

Abbildung 1.5: Rechteck —m <z <m,a <y <b

Im Rechteck |z| < %, a < y < b liegt kein Fixpunkt vor, weil ¢ nach Annahme den
Fixpunkt Fy = (—m, y) besitzt. Somit kénnen wir wie beim Beweis des ersten Fixpunktes

¢ so klein wihlen, dass
QSE =T:0 ¢

ebenfalls keinen Fixpunkt besitzt.

Bisher haben wir die Abbildungen aus dem Beweis des Theorems 1 angepasst. Nun wer-

den wir das wesentliche Argument dndern. Dazu betrachten wir das Integral

/ da,

c

wobei C' eine Kurve von y = a zu einem Punkt in S \ S darstellt, die s7(F,) nicht
durchlduft. Es sei a. = arg(P, ¢.(P)) wie zuvor gegeben. Wir definieren den Index
jo(¢e) == (2k + 1)m, k € Z, durch

dae — jo(¢e)| <.
‘C/oz jc <7
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Dabei passiert C' keine Fixpunkte und verbindet y = a mit b < y < c. Analog zum
Beweis des ersten Fixpunktes im Theorem 1 kann man diese Kurve in eine Linie auf
r = 0 (mod 27) vermége y = t,a < t < b, tiberfithren. Somit ergibt sich, dass der

Index unabhingig von der Kurve ist, d.h. die Identitt

jC(¢6) = ](¢€)

ist erfiillt. Fiir geniigend kleines ¢ gilt:

J(9) = 3(6).

Es bleibt folglich noch zu zeigen, dass j(¢) unabhingig von ¢ ist, also der Beweis der
Proposition 1 aus Theorem 1 unter diesen modifizierten Voraussetzungen. Dazu konstru-
ieren wir wieder eine Kurve I' ohne Selbstschnitte, die y = a und b < y < ¢ verbindet,
den Fixpunkt Fj nicht schneidet und entlang welcher der Index j(¢) = 7 betrigt. Wir

definieren zunachst:
Dy :={(z,y) e R* |a <y < a+ep(x)}

und
D; = ¢!(Dy) firj=1,2,...,N +1.

Dabei ist N der maximale Index, sodass Dy_; C S.

Mit Hilfe dieser Streifen zeigen wir nun, dass N < oo gilt. Da 7. flaichenerhaltend ist,

ergibt sich dies auch fiir ¢.. Somit folgt:

2

m@ﬁzm@@zj?é@A@zg/mwM (mod 27r).

Wir erweitern die Abbildung ¢: S — S durch

(z,9) = (f(z,a),y), y<a
Damit folgt fiir j < 0:
Dj = ¢1(Dy).
Nun zeigen wir, dass

o

DiNnD,=0, 0<j<k<N+1,

gilt.
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Behauptung. Dazu geniigt es zu priifen, dass

o

D.,nDy=0  miti=k—7j>0
erfiillt ist.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt:
D; = ¢l(Dy)  VjeELZ.

Aus 0 = D_; N Dy folgt:

da ¢. ein Homoomorphismus ist. [

Wir beweisen nun, dass

erfiillt ist.

Behauptung. Es gilt:
D_;=¢-" = ¢-"(Dy) C R x (—00,a).

Beweis. Sei (x,y) € D_; gegeben. Wir priifen die Behauptung zunichst fiir i = 1. Der
allgemeine Fall folgt leicht daraus.
Fall i = 1: Setze (Z,y) := ¢(z,y). Dann ist zu zeigen, dass y < a erfiillt ist. Falls y > a
gilt und damit (z, y) € S liegt, folgt (Z,7) € S, das heiBit es gilt j > a.
Andererseits gilt:
¢e(z,y) = (2,9 + ep(2)) € Do.
Somit folgt:
a<y+ep(x) <a+ep(x)
und damit:
y<a 7.

Daraus ergibt sich, dass y < a gilt, das heiit D_; C R x (—o0, a).

Allgemeines i: Fir y > a gilt wieder:

¢0c '(z,y) = (2,9) € R x (a,00).
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Wie oben folgt:
¢:(%,9) € Do
und entsprechend §y < a 4.

Insgesamt schlieen wir daraus die Behauptung.

Damit ist gezeigt, dass N < oo tatsdchlich endlich ist.
Die Mengen
Dy = 7 (Do) = ¢-(Dy-1)

und

Dyi1 = ¢2(Dn-1)
sind fiir geniigend kleines £ > 0 wohldefiniert, da aus der Inklusion Dy_; C S folgt,
dass ¢(Dy_y) C S gilt.
Wir wihlen nun einen Punkt Q € Dy, mit maximaler y-Koordinate. Analog zum Be-
weis des Theorems 1 konstruieren wir eine Kurve v aus den Punkten Fy, P, ..., Pyyo

als Urbilder von Iterationen unter ¢. des Punktes ():
P; = ¢ (Py) und Pyyo = Q mit0 < j < N +2.
Dabei gilt:
PoEDoﬂ{y:a}.
Folgend erweitern wir diese Definition fiir j < —1 durch:
P; = ¢Z(P 0)-

Damit folgt insbesondere:

Py =¢_*(P) €dD_.

Die Kurve ~ soll mit einer Geraden durch die Punkte P_; und F, starten, d.h. wir erhalten
einen Abschnitt L_;, der mit Parallelen zur Geraden {y = a} jeweils durch die Punkte

P_; und P, beschrinkt ist. Diese Kurve wird mittels

LO = ¢€(L_1) und Lj = %(LO)

fortgefiihrt. Eine skizzierte Darstellung dieser Kurve v befindet sich in Abbildung 1.6.
Dabei ist zu bemerken, dass die Streifen L; nicht zwingend den Streifen D; entsprechen.

Wir miissen also noch zeigen, dass
LinLy=10 fir0<:<kE<N+1

gilt bzw. die Schnittmenge L; N Ly, 0 < i < k < N + 1, hochstens einem der Punkte P;
gleicht. Dazu betrachten wir wieder die Mengen L; := ¢/ (L) fiir j < —1.
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Py Dy
y=a+e¢
Lo ()
y=a
Lo L D,
P_y

Abbildung 1.6: Darstellung der Kurve v

Behauptung. Fiir j < —1 liegen die Mengen L; in dem Bereich
r; < x < xjya,
wobei xj11 = f(x;,a) fiir j < —1 gilt und Py = (x9, a).
Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall j = —1. Dann ist zu zeigen, dass die Inklusion
Ly C{r_y <z<uzp y<a}

gilt. Nach voriger Behauptung ist klar, dass

Ly CR X (—00,a]
ist. Daher folgt fiir den Hom&omorphismus ¢:

o(z,y) = (f(z,a),y)

und damit:
¢a($ay) = (f($’a)>y + ep(f(:z,a))).

Es ist offensichtlich, dass
Pye{ry <z <xp} x (—00,a

gilt. Weiter liegt Py = (x_1,%) in der Menge {z_; < z < xp, y < a}, weil die
Identitdt f(z_1, a) = xo gilt. Das Sternchen symbolisiert dabei einen irrelevanten zweiten
Koordinateneintrag. Da der Streifen L_; durch die Gerade, welche von P_; nach F;

verlauft, gebildet wird, folgt aus dieser Betrachtung, dass die Inklusion

Ly C{z_y <z <x, y<a}
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erfiillt ist.

Wir betrachten weiter die Streifen L;_;, j < —1. Dann ist zu zeigen, dass
LiyC{zrj1<z<uz;,y<a}

gilt. Esist P;_; = (x;_1, ). Nach Definition gelten f(z;_1,a) = x; und ¢.(P;_1) = P;.
Entsprechend sind die Streifen L;_; vertikal begrenzt.

Mit Hilfe der ,,Twist-Bedingung* folgt sofort die Behauptung, d.h. es gilt:
Liy C{xjo1 <z <uzj, y<a}
Folgend haben wir gezeigt, dass die Streifen L;, j < —1, die Inklusion
Lj C{zj <o <wjp,y < a}
erfiillen. [
Offensichtlich folgt aus dieser Behauptung fiir j < —1, dass
LinNLj =D

gilt. Analog zu der Strategie im Beweis der Disjunktheit der Streifen D; ergibt sich daraus

mittels Iteration des Homdomorphismus ¢., dass
L,NL,=10 fir0<i<k<N-+1

gilt oder dass die Schnittmenge L; N Ly, 0 < ¢ < k < N +1, hochstens einem der Punkte
P; gleicht. Schlussendlich folgt daraus, dass die Kurve -y frei von Selbstschnitten ist. Wie
bereits angemerkt, hat ¢. den gleichen Fixpunkt s/ (Fy) wie ¢. Also schneidet v diesen
ebenfalls nicht. Der Rest der Behauptung lisst sich analog zum Beweis des Theorems 1

schlieen. O

Damit ist die Existenz des zweiten Fixpunktes belegt.

1.6 Unendlich viele periodische Orbits

Als Abschluss dieses ersten Kapitels beweisen wir auf der Grundlage des Theorems 1 die
Existenz unendlich vieler periodischer Punkte fiir eine Kreisring-Abbildung. Mit Hilfe
dieses Theorems werden wir im nédchsten Kapitel interessante Schliisse iiber das Billard-

kugelproblem ziehen kdnnen. Zu diesem Zweck beginnen wir mit folgender Definition:
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Definition 2. Ein Punkt P € A heiBt periodisch, falls ¢/ (P) = P fiirein N > 1 gilt.
Dabei heifit das kleinste N ,,minimale Periode®. Fiir jeden Punkt P € A nennen wir die
Menge

{47(P) ]| j=0,+1,+2,..}

den Orbit iiber P. Bei einem periodischen Punkt besteht der Orbit nur aus endlich vielen

Punkten.

Theorem 3. Falls eine flichenerhaltende Abbildung : A — A auf einem Kreisring A
zu einer Abbildung ¢: S — S auf einem Streifen S mit den Eigenschaften

gpos=s09¢,g(r,a)=a g(z,b) =bund f(z,0) -z <1 < ¢ < flz,a) —x,

mit x € Rund cq, co € R, fortgesetzt werden kann, dann besitzt die Abbildung 1) unend-

lich viele periodische Orbits im Inneren von A.

Beweis. Sei ¢: S — S vermoge

(z,y) = (f(z,9),9(z,y))

eine Abbildung zu 1) gehorend auf dem Streifen S, analog zum Theorem 1. Nach Vor-

aussetzung existieren Konstanten c;, co € R mit
f(x,b)—x§01<02§f(x,y)—x, r €R.

Da die rationalen Zahlen dicht in den reellen Zahlen liegen, findet man eine rationale
Zahl § € Q mit
c < 27?2—9 < Co.
q

Nun beschreiben wir den Orbit ¢? durch die Vorschrift
(z,y) = (7, 97).
Dann geniigt auch die Abbildung s77 o ¢? der ,,Twist-Bedingung®, denn es gilt:
fUx,b) —x < qcy <2mp < qeg < fA(zw,a) —x
und damit
fUz,b) —x —27p < qe; — 27p < 0 < qeg — 27p < fUx,a) —x — 27mp.

Somit gelten alle Voraussetzungen des Theorems 1 auf Seite 5, d.h. fiir alle § € Q mit

¢1 < 2mL < ¢, existiert ein Fixpunkt F' mit s 770 ¢(F') = F'. Seinun £ € Q eine weitere

ESH S

von § verschiedene rationale Zahl, § + %, aus dem Intervall (cq, ¢), dann existiert nach
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Theorem 1 ein weiterer Fixpunkt F' von s 7 o ¢4(F) = F, der nicht dquivalent ist zum
Fixpunkt F'.
Wenn man annimmt, dass F' und F dquivalent sind, dann gilt F =g (F). Nach Voraus-

setzung kommutieren s und ¢. Demzufolge ist die folgende Gleichungskette erfiillt:

o1(sI(F)) = ¢7(F)

Daraus folgt:

qp = qp & g P 4 zur Annahme.
q

Somit erschlieB3t sich insgesamt die Behauptung. [
Bemerkung. Eine wichtige Voraussetzung fiir das Theorem 3 auf Seite 24, in welchem

die ,,Twist-Bedingung* spezialisiert wurde, ist die Eigenschaft der Flichenerhaltung. Be-

trachte dazu das folgende Beispiel:
Beispiel. Seien a = «(y) und § = [(y) stetige Funktionen auf dem Streifen S. Sei
[ eine streng monoton wachsende Abbildung. Weiter gelte die ,, Twist-Bedingung* mit
a(a) < 0und a(b) > 0. Dann ist die Abbildung ¢: S — S vermoge

(z,9) = (z+a(y), By))

ein nicht-flachenerhaltender Hom&omorphismus.

Beweis. Es gilt fiir das Differential der Abbildung ¢

1 d(y)dy

Do(w,y) = ,< Jav).

0 f'y)dy

Damit ergibt sich
o 0
“(dz Ady) (=, =) =F'(y)d 1.
¢*(dz y)(ax’ay> B'y)dy #

Das heif3t, die Abbildung ¢ ist nicht flichenerhaltend. Aber da 5(y) # yina <y < b
gilt, weil [ streng monoton wachsend ist, hat die Abbildung ¢ keinen Fixpunkt. [



Kapitel 2
Das Billardkugelproblem

In diesem Abschnitt soll die Anwendung des Poincaré-Birkhoff Fixpunkttheorems auf
ein geometrisches Problem, scilicet das Billardkugelproblem, dargelegt werden. Dazu
werden wir zunéchst einen Billard definieren, um darauf aufbauend eine Abbildung zur
Beschreibung dieses Vorgangs herzuleiten. Mit Hilfe dieser Abbildung werden wir das
Billardkugelproblem untersuchen.

Diese Ausfiihrungen stiitzen sich auf [MZ05], [Tab05] sowie [Bir27].

2.1 Billardabbildung

Im Folgenden betrachten wir eine strikt konvexe Region D mit Rand in der Ebene R?,
welche einen Billardtisch darstellen soll. Dabei bilde eine geschlossene C''-Kurve den
Rand der Region D. Das Ziel dieses Kapitels besteht in der Untersuchung der Wege ei-
ner punktformig gedachten Kugel, die sogenannte Billardkugel, welche sich reibungsfrei
innerhalb eines idealen Billardtisches D bewegt. Dabei habe die Kugel eine konstante
Geschwindigkeit und stof3e elastisch an die Bande an, d.h. die Kugel wird geméf des Re-
flexionsgesetzes unter dem Einfallswinkel reflektiert. Danach setzt die Kugel ihren Weg
mit gleicher Geschwindigkeit, aber neuer Richtung fort. Dieser Vorgang wiederholt sich,
vgl. Abbildung 2.1.

Definition 3. Dieser soeben beschriebene Vorgang wird Billard genannt.

Als Anwendung des in Kapitel 1 erlduterten Theorems 1 sollen nun Billards untersucht
werden. Dazu betrachten wir eine Abbildung auf der soeben beschriebenen Region D.
Zunachst parametrisieren wir zu diesem Zweck die Randkurve mit Hilfe der Bogenlénge.

Ohne Einschrinkung sei die Linge der Randkurve L = 27. Wir betrachten eine glatte

26
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Abbildung 2.1: Darstellung eines Billardzuges

Funktion c: [0, 27] — R? mit ¢(0) = ¢(27), sodass gilt:
0D = {c(r) | r € [0, 27]}.

Die Billardkugel treffe den Rand im Punkt sy = ¢(ry) mit StoBrichtung ¢/(r() und unter
dem Einfallswinkel ¢,. Danach erreiche die Kugel den Punkt s; = ¢(r) unter dem zuge-

horigen Winkel ¢; mit dem Tangentialvektor ¢/(r1). Aus diesen Vorgaben bilden wir nun
die Abbildung

¢: 0D x [0, 7] = 0D x [0, 7].
Mit Hilfe dieser Abbildung wird der Weg einer Billardkugel als Folge der (s;,t;);>0 mit
G(sisti) = (Siv1,tit1)

= (si + f(si i), 9(si, 1))

beschrieben. Hier sind die Funktionen f, g wieder analog zum Theorem 1 als stetig

vorgegeben.

Definition 4. Eine Abbildung ¢, wie oben definiert, wird als Billardabbildung bezeich-

net.

Zur Eindeutigkeit dieser Billardabbildung ¢ miissen wir f(s;, t;) fixieren, da f(s;,¢;) nur

bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 definiert ist. Dafiir betrachten wir

Firt; - 0: f(s,0) =0, ¢(s;,0) =0 und
firt, > m: f(s;,m)=2m, g(s;,7)=nm.

Insgesamt umrundet somit das Bild ¢(s;,¢;) den Rand des Billardtisches D der Linge
2.
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s=0

Abbildung 2.2: Darstellung der Koordinaten s; und ¢;

2.2 Anwendung des ersten Kapitels

Wir betrachten jetzt das Billardkugelproblem als beispielhafte Anwendung des Poincaré-
Birkhoff Fixpunkttheorems. Durch die oben beschriebene mathematische Modellierung
des Billardspiels haben wir eine Billardabbildung ¢ auf einem Kreisring 0D x [0, 7]
erhalten. Es bleibt also noch die Uberpriifung der Voraussetzungen aus dem Abschnitt
1.2 auf Seite 5, um ein dem Theorem 1 entsprechendes Ergebnis iiber Orbits auf einem
strikt konvexen Billardtisch zu erhalten. Dazu betrachten wir zunéchst das Resultat und

werden im Beweis die angesprochenen Eigenschaften wiederfinden.

Theorem 4. Auf einem strikt konvexen Billardtisch D existieren unendlich viele unter-

schiedliche periodische Orbits.

Beweis. Wir priifen zunichst, dass die Abbildung ¢ das Flichenelement sin ¢; d¢; A ds;
erhilt.

Behauptung. Es gilt also:
sin to dtg N dSo = sin ti dfZ A dSi.

Beweis. Dazu fithren wir einige Bezeichnungen ein. Sei 7(so) der Winkel zwischen der
positiv orientierten Tangente an der Randkurve am Punkt s, und einer festen Richtung,
der Horizontalen, weiter sei o = ty + 7(sp), vgl. Abbildung 2.3.
Mit Hilfe der Abbildung 2.3 kann man sich folgendes iiberlegen:

a=ty+1(so) = —t1 + 7(s1).

Fiir festes o =t + 7(s) ergibt sich aus dem Sinusgesetz fiir Dreiecke die Identitit
d81 dSO

sint, sint;
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d51

dSo

7(
Abbildung 2.3: Ausschnitt der Region D

S(])

Damilt gilt also:
ds;  sintg

dsy sint;’

Daraus folgt fiir beliebiges o die Gleichung:
sintgdsg A da = —sint; ds; A da.
Aus da = dtg + 7'(s) dsg = — dty + 7'(s1) dsy wird ersichtlich, dass

sintgdsy A da = sintydsg A (dtg + 7'(s0) dso)
= sin to dSO N dto

und

—sint; ds; Ada = —sint; ds; A (—dt; +7'(s1) dsy)
= sin tl d81 VAN dtl
= —sin tl dtl VAN d81

erfiillt sind. Somit folgt insgesamt:
sintg dtg A dsg = sint; dt; A ds;.
Fiir alle « > 0 folgt die Gleichheit analog.
Nun fithren wir Polarkoordinaten r, 8 vermoge
L o

57‘ =c—cost, 0 =35 mitc > 1

ein. Somit ergibt sich fiir den Kreisring R := 9D x [0, 7]

20c—1) <r<+/2(c+1)
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und fiir das Standardflichenelement
sint; dt; Ads; = rdr A d6.

Dabei ist offensichtlich, dass die Rinder des Kreisrings invariant unter ¢ sind. Auerdem
ist die ,, Twist-Bedingung* erfiillt, da der Rand des Billardtisches 0D eine feste Orientie-
rung trigt und somit durch das Kreuzprodukt mit dem Intervall [0, 7| zwei entgegenge-
setzt orientierte Randkreise des Kreisrings R entstehen. Also kénnen wir das Theorem 3
auf Seite 24 anwenden.

Sei dazu eine beliebige rationale Zahl g € Qmit0 < § < 1 gegeben. Dann existiert zu

jeder rationalen Zahl § ein Fixpunkt F’ mit
pPodi(F)=F,

wobei p: R — Rdurch (s;,t;) — (s;+27,t;) gegeben ist und po ¢ = ¢op erfiillt. Diese
Fixpunkte entsprechen geschlossenen Orbits des Billardproblems mit ¢ Randansté8en je
Periode. Dabei werden die entgegengesetzten Orbits per Reflexionsabbildung 7: R — R
gegeben durch (s;,t;) — (s;, ™ — t;) und entsprechend mittels 1 — £ statt 2 gebildet. Wir
zeigen also, dass identische Orbits mit unterschiedlicher Orientierung existieren.

Behauptung. Es gelten:

Togp = poglor und
(bj = Topj0¢_j07'.

Beweis. Betrachte dazu einerseits

T 0 (84, t;) = T(Six1, tiv1)

= (Si41, ™ — tis1)

und andererseits

po 6 or(suts) = po b (s — 1)
= p(Siy1, ™ —tis1)

= (Siy1 +2m, 7 — tip1).

Diese Ausdriicke entsprechen dem gleichen Punkt, da f(s;,t;) nur bis auf ganzzahlige

Vielfache von 27 definiert ist.
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Da die Identitit
T2(Si, tz) =TO T(Si, tz)

= T(Si, m — tz)

= (si,m — (7 — ;)

= (s, t;)

=1id
gilt, folgt dann:

¢ =10p 0 or. ]

Wir wollen nun zeigen, dass fiir einen periodischen Punkt m mit Rotationszahl §, d.h. fiir

die Reflexion 7(m) ebenfalls ein periodischer Punkt mit derselben Periode ¢ mit Rotati-

onszahl 1 — § ist.
Behauptung. Es ergibt sich folglich:
¢!(r(m)) = p P (r(m)).
Beweis. Betrachte dazu:
¢ TopPogi(m)=¢""0pop"(m).
Daraus ergibt sich:
pP(m) = ¢~*(m),
da p o ¢ = ¢ o p gilt. Weiter folgt dann aus
¢ U(m) =7op *og?or(m),

dass gilt:

Da p o7 = 7 o p gilt, ergibt sich:
¢*(r(m)) = p*oTopP(m)
= pop P (r(m))
= p"P(r(m)).

Somit folgt insgesamt:
¢?(r(m)) = p**(r(m)). 0
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Damit haben wir gezeigt, dass Orbits mit entgegengesetzter Orientierung die gleichen
Fixpunkte besitzen. Aus diesem Grund schrinken wir den Bereich der rationalen Zahl §
ein:
0< P
q

Somit existiert fiir jede rationale Zahl § mit 0 < § < % ein periodischer Orbit, d.h. es gibt

DN | —

auf einem strikt konvexen Billardtisch D unendlich viele unterschiedliche periodische
Orbits. [

2.2.1 Geometrische Darstellung

Als Abschluss dieser Bachelorarbeit prasentieren wir eine anschauliche Darstellung der
Rotationszahl 150’ welche den durchschnittlichen Drehwinkel entlang eines Orbits einer
Abbildung beschreibt. An Abbildung 2.4 wird ersichtlich, dass der Wert p die Anzahl der
Richtungswechsel des periodischen Orbits beschreibt und der Wert ¢ fiir die Anzahl der
RandanstoBe steht.

p=1¢=5 P=2,q=5

Abbildung 2.4: Geometrische Interpretation periodischer Orbits
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