O PARADOXO DE BANACH-TARSKI EM R3

1. Definigao. Subconjuntos A, B C R"™ sdo equicompostos, o que se denota A ~ B, se podem ser
particionados em um mesmo numero de partes disjuntas, A = |_|,?=1 A;e B = |_|?=1 B;, de modo que,
para todo i, existe uma isometria g; de R3 tal que ¢;A; = B;.

2. Teorema (Banach-Tarski). Sejam A, B C R?® subconjuntos limitados com interiores nao-vazios.
Entao A ~ B.

A relacdo ~ é uma relacao de equivaléncia.

Reflexividade: Basta tomar n:=1, A;:=Ae g, := 1.

Simetria: Se A ~ B com A;’s, B;’s e g;’s como acima, tomemos g;l e obtemos B ~ A.
Transitividade: Se A ~ Be B ~ C, entao A = | |, A;, B = ||, 9:4:, B =|]; Bj e C = |; h; B}
para algumas isometrias g;’s e h;’s. Fazendo B;; := g;A; N B;-, Ay = gi_lBij e Cj; := h;B;;, obtemos
A= |—|ij Aij eC = |—|U Cij com hjgiAij = OZJ

3. Lema. Se A ~ B, entao existe uma bijecao 8 : A — B tal que C ~ BC para qualquer subconjunto
C C A

Demonstragao. Definimos fa = g;a para a € A;. Para qualquer C' C A, temos C = | |,(C N A4;) e
BC=1;9:(CNA)m

4. Defini¢ao. Dizemos que um conjunto A C R"™ é equicomposto com wma parte de um conjunto
B C R" e escrevemos A < B se A ~ C para algum subconjunto C C B. A relagdo < é obviamente
reflexiva. A transitividade de < segue do Lema 3.

5. Proposigao. Sejam A, B C R" tais que A< B e B<A. Entao A ~ B.

Demonstragao. Pela hipdtese, existem A’ C A e B’ C B tais que A ~ B’ ¢ A’ ~ B. Logo, existem
bijegoes o : A — B’ e B : A’ + B como as do Lema 3. Definamos Cy := A\ A’, C,y1 := BaC, e

C =z, Cr. Jaque A\C C A, de B~1(A\C) = ﬁ*l(A’\U;’il C’i> = B\UX, aC;_; = B\ aC segue
A\ C ~ B\ aC. Levando em conta C' ~ aC, concluimos que A = (A\C)UC ~ (B\aC)UaC =B n

Seja F' := F(z1,22) o grupo livre de posto 2. Denotamos por [z;—] C F e [z; ' ~] C F os subconjuntos
de todas as “palavras” que comecam com z; e x; L respectivamente. Note que

(6) F=ay'[t1i-]Ufay -] = a3 [z ] U2y ' =] = 1U [an— U o7 =] U 22 —] U [y ' ).
Deste modo, poderiamos pensar que F' LI F' < F, pois, de uma forma,
(1) F=ay'lm-JUler' )~ [m-]uler’ =), F=a3 e U2y ] ~ [z U 23" ],

tratando 27,1 e 25 *, 1 como isometrias.
8. Lema. O grupo SO3R contém um grupo livre F(x1,x2) de posto 2.
Denotemos por S? C B? C R? a esfera e a bola fechada unitarias centradas na origem 0.

9. Lema. (S*\ D)U (S*\ D) < (S?\ D) para algum subconjunto enumeravel D C S2.
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Demonstragao. Pelo Lema 8, F' := F(z1,23) < SO3R. Denotemos por
D:={dcS*|3gecFg#1legd=d}

o conjunto (claramente enumerdvel) de todos os pontos fixos de elementos nao-triviais de F. Se gd = d
e h € F, entdo g"(hd) = hd. Em outras palavras, D é estdvel pela acio de F. Obviamente, a acio
de F sobre S? \ D é livre. Escolhendo exatamente um ponto em cada 6rbita desta acio F ~(S?\ D),
formamos um conjunto S C S?\ D tal que F'S = S§?\ D (de fato, F'S = F x S na linguagem categdrica).
As decomposigoes (7) e (6) providenciam as decomposi¢oes

FS =g m—]SUfz1'-]S,  FS=uay fea-]SUley' ]S,

FS=SUz;—]SUz; —])S U [z2—]S U [z51 ]S,
ouseja, FSUFS <X FSm
10. Proposicao. S? LUS? < S2%.

Demonstragao. Existe uma rotacao o tal que 6D No™D = @ para quaisquer distintos m,n € N,
m # n. Com efeito, fixamos um ponto f € S?\ D. As rotagoes com ponto fixo f formam um subgrupo
abeliano nao-enumeravel H < SO3R. Dados p,q € D e 0 < k € N, a cardinalidade dos ¢ € H tais que
o¥p = q é finita. Portanto, podemos encontrar ¢ € H tal que D No*D = @ para todo 0 < k € N. Daf
obtemos D C C :=| |72 ;0"D C S? com ¢C = C'\ D. Deste modo,

C=0"'0C=0""(C\D)=0c""((S*\D)NC).

Agora, S?\ € C §?\ D implica §* = (S?\ C)UC = ((S*\ D) N (S*\ C)) Lo ((S*\ D) N C), ou seja,
S? ~ §?\ D. Resta usar o Lema 9 g

11. Proposicao. B> LUB3 < B3,

Demonstragao. Pela Proposigao 10, (B3 \ 0) U (B3 \ 0) < (B®\ 0). Seja r uma rotagio em torno de
um ponto préximo & origem tal que 0 # r™0 € B3 para todo 0 < n € N.
Definimos 0 € E :=| |}7,r"0 C B®. Como antes, E=r"'rE=r"Y(E\0)=r"1((B*\0)NE) e

B’ = (B’\E)UE=(B*\0)n(B*\ E))ur ' ((B*\0)NE),

implicando B® ~ B3\ 0 g

Demonstragao do Teorema 2. Podemos escolher bolas fechadas A e B tais que A C Ae B C B.
Podemos cobrir B por um ntumero finito n de cépias de A, isto é, B C U?:l A;. Dai extraimos uma
parti¢do B = | |, P; de B tal que P; C A; para todo i. (Por exemplo, podemos tomar P; := (BN A;)\
U;;ll A;.) Pela Proposi¢ao 11, BC B = | |I_, P < | |1 A; < A C A, ou seja, B < A. Por simetria,
A < B. Resta aplicar a Proposi¢ao 5 g

Demonstragao do Lema 8. Considere as rotagoes x; e xs pelo angulo arccos % em torno dos eixos
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. a1Vv?2 1 3a1v2 11 a1Vv2 1 (a1+2a2)VvV2 0
Note que z7 as = 3 azF4as e x5 as = = | F4ai+as |. Logo, para p := [1| e
azVv2 (+2a2+a3)V2 azVv/2 3azv2 0
a1v?2
qualquer palavra w := w(x1,22) de comprimento n, obtemos wp = 3 [ a\gfj|, onde ay,as,a3 € Z.
as 2

Mais ainda, denotando A , := Afn UAT, e Az, = A;n U A, onde

+ L [mv2
AT, =qaw | e ||la,a2,a3 €Z, a1 =az +a3=0#azaz mod 3,
azV2

+ L [mv2
Ay =qan | a | a1,a2,a3 € Z, ajas Z0=a; as =az mod 3
azV?2

para n € N, mostraremos que l‘{tkAgm C Aipyi € mgﬂ”‘Al,n C Ay 4 para qualquer 0 < k& € N.
Realmente, utilizando as férmulas acima, obtemos

41 44 + +1 + +1 +
;o AL, CA s ry Ao C AT 41, Ty A1 C Ay,

implicando o desejado. Finalmente, xlilp €A, UAspewp=p¢ A1, UAy, implicamw=1g



