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1 . Aufgabe :
Beweisen oder widerlegen sie die folgenden Aussagen:

2)

Es seien A, B, C Mengen mit ANB = ANC = BNC =@ und X = AUBUC. Dann
gibt es eine Aquivalenzrelation of X mit genau den Aquivalenzklassen A, B, C.

Losung:
Wahr: Nach Voraussetzung ist jedes x € X in genau einer der Mengen A, B bzw. C
enthalten. Setze nin x ~x y < (r € ANy € A)V(r e BAye B)V(ze CAyeO).
Ganz offenbar ist dies reflexiv (x &~ z) und symmetrisch (z =y < y ~ x).
Zur Transitivitat:
Seix~yAy=~z
y ist in genau einer der Mengen enthalten, 0.B.d.A. in der Menge A:
=ygBAygC
rcANyeEANzEA= R 2

A ist eine Aquivalenzrelation

Zu jedem n € N (n > 0) gibt es eine Gruppe mit n Elementen.
Losung:
Wahr: Z/nZ ist fiir jedes n eine Gruppe mit n Elementen.

Es seien V, W Vektorrdume iiber dem Korper K und ¢ : V' — W eine lineare Ab-
bildung. Dann gibt es genau einen Unterraum U < V| fiir den ¢|y : U — W ein
Isomorphismus ist.

Losung:
Falsch: Wenn ¢ nicht surjektiv dann ist fiir alle U natiirlich ¢|y auch nicht surjektiv
und damit natiirlich auch nicht bijektiv.

Es gibt ein lineares Gleichungssystem mit genau 3 Losungen.

Losung:
Wahr: Betrachte iiber dem Korper F3 die Gleichung;:

Oxz=0



Diese besitzt offenbar genau 3 Losungen (0,1 und 2). Ein anderes Beispiel, in dem
auch andere Zahlen vorkommen ist z.B.:

.T1+l’2:1

2 . Aufgabe :
Es sei K ein Korper und V, W, X seien K-Vektordume. Auferdem seien ¢ : V- — W und
1 : W — X lineare Abbildungen. Zeigen sie:

a)

Yo¢:V — X ist eine lineare Abbildung.

Losung:
Die Zusammensetzung 1 o ¢ ist offenbar eine Abbildung von V nach X. Zu zeigen
ist, dass diese linear ist: Seien a,b € V. k € K

- - - - -

pog(a+b) =P(p(a+b)) = P(o(a) + (b)) = ¥(6(a)) +1(6(b)) = P op(@) +¢ o p(b)

ko ¢(a) = ki (0(d)) = Y(k(a)) = Y(o(ka)) = ¢ o ¢(kad)
=1Yo¢:V — X ist linear

Wenn ¢ bijektiv ist, so ist die Umkehrabbildung ¢! : W — V eine lineare Abbildung.

Losung:

Zuerst einmal nehmen wir (wie in der Klausur) an, V und W seien endlich dimensio-
nal: Wir wissen: Eine lineare Abbildung ist definiert durch Bilder auf einer Basis.
Sei €7, és, ..., €, Basis von V.

= Wy = ¢(€)),Wa = ¢(€3), ..., W, = P(€,) ist Basis von W (da ¢ bijektiv)

Definiere:

o(w) =0
O'( _‘2) = 172
o(w,) = v,

Diese Abbildung ist offenbar linear und es gilt Vi:
70 9(7) = o(6(%)) = o) = 7

Analog gilt:
¢ o (W) =

i



Da dies fiir alle Basisvektoren gilt, gilt es fiir jeden Vektor ¥ € V

(O'O(b _O'O¢Z)\UZ Z)\aoqﬁvl Z)\UZ—$>

= 0=¢ = ¢! linear

Dies kann man nun auf unendlich dimensionale Rdume verallgemeinern. Wir wis-
sen: Jeder Vektorraum besitzt eine Basis, auch unendlich dimensionale. Mit solch
einer Basis funktioniert der Beweis nun genau gleich. Statt ¢, ..., ¢, nimmt man nun
@i, 1 € I und verfahrt vollig analog.

3 . Aufgabe :
Es seien
2 11 0
4 2 2 0
A= s 10 und b := 1
-2 0 2 t
gegeben.

Fiir welche ¢ hat Ax = b mindestens eine Losung?

Losung:
Lose Gleichungssystem durch elementare Zeilenumformungen

2 1 1|0\ I=1I-<211I 0 00]0
4 92200 | mr=11i+4 | 4 2 2]0 va_znlfvf’;]”
3 1 01| 1v=i1v«2 | 12 4 0|4
—2 0 2|t ~ —4 0 4|2t ~
00 0|0\ II=II+IIT [0 0 0 0
4 2 2|0 | v=1v4Irir | 4 o —4| 4
0 —2 —6|4 IIT=2%I1IT | 0 —4 —12| 8
0 2 6 |2 ~ 0 0 0 |2t+4

= Fiir t # —2 hat das System keine Losung. Fiir ¢ = —2 hat das System die Losung
(x3 + 1,323 — 2, 23) (x3 beliebig)

4 . Aufgabe :
Es sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K—Vektorrdumen V und W.

Zeigen Sie:

iii



1. fist genau dann injektiv, wenn Kern(f) = {0} gilt.

Losung:
Zeige transponierte Aussage: f nicht injektiv < Kern(f) # {0}
<: Sei Kern(f) # {0}
= 37 € Kern(f): Z#0
= [(@)=f0) =0 Z#0
= f nicht injektiv

= Sei f nicht injektiv

= @)~ f)=f@-9) =0
= Z—§#0 A (£—17) € Kern(f)
= Kern(f) # {0}

2. f ist genau dann injektiv, wenn es ein g : W — V mit go f = idy gibt.

Losung:

Anmerkung: Fir diese Aquivalenz braucht man in keiner Weise, dass V, W Vektor-
raume bzw. dass f injektiv. Der folgende Beweis kommt ohne diese Voraussetzungen
aus.

«: Widerspruchsbeweis: Sei f nicht injektiv

= 3£y f(T) = f(¥)

= go f(¥)=gof(y) NT#Y
Widerspruch zu g o f = idy
=
Wihle @ € V beliebig.
Definiere nun eine Abbildung g : W — V' geméls:
g(Z) = d falls ¥ & Bild(f)
Falls ¥ € Bild(f) existiert (da f injektiv) genau ein v, € V mit f(v,) =2
Setze g(¥) = U,
Fir y € V gilt nun: go f(y) =y also go f =idy
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