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Aufgabe 1. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Kurve ~y : [0, 00) — M heifit
divergent, falls es fiir jede kompakte Menge K C M ein ty gibt, so dass v(t) € K Vt > tg. Wir
definieren die Lénge einer divergenten Kurve als

L(y) = Jim / 1F(s)llds € [0, 00]
0

Zeigen Sie: M ist genau dann vollstédndig, wenn die Lénge jeder divergenten Kurve unbeschréankt
ist (also gleich oo in obiger Definition).

Aufgabe 2. Sei (M, g) eine vollstindige, zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Sei R >0, p € M und (z;)ien, (¥i)ieny Folgen in M, so dass d(z;, p) 7% o, d(yi, p) REENFNS
und jede kiirzeste Verbindung von zj mit y, den Ball Br(p) trifft.

Zeigen Sie: Es existiert eine Gerade in M, also eine beziiglich der Pfadmetrik isometrische
Einbettung R — M.

Aufgabe 3. Es sei (M, g) ein lokal symmetrischer Raum, d.h. eine Riemannsche Mannigfaltig-
keit mit DR = 0. Fiir ein € > 0, sodass

€XpPp : B&(O) - expp(Ba(O)) = Ba(p)
ein Diffeomorphismus ist, definieren wir die geodétische Spiegelung
op : Be(p) = Be(p)
vermdge o, (7(t)) = y(—t) fiir alle Geodétischen v mit v(0) = p.
(a) Zeigen Sie, dass o), = exp,, o(—idr,ar) © exp;l.

(b) Es sei v € B:(0) und q = exp,(v). Wir bezeichnen den Paralleltransport entlang den
Geodétischen v(t) = exp,(tv) und (t) = y(—t) mit

Pi: TyoyM = TyyM und Py : Ty M — Ty M
und definieren
S TyyM 5w — Py o (—idr,m) 0 Py H(w) € TyyM
Zeigen Sie: Ist ¢t — J(t) ein Jacobi-Feld lidngs v, so ist t — j(t) = ©4(J(t)) ein Jacobi-Feld
langs 7.

(c) Folgern Sie, dass o : B:(p) — B:(p) eine Isometrie ist.
Hinweis: Ist ¢ = exp,(v) € Be(p) und X € T, M, so existiert genau ein = € T,,(T, M) ~ T, M
mit (dyexp,)(z) = X. Wenden Sie nun (b) auf das Jacobi-Feld J lings v(t) = exp,(tv) mit
J(0) = 0 und Dy|i=0J(t) = x an.



Aufgabe 4. Es seien M, N Riemannsche Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension, wobei N zu-
sammenhéngend sei.

(a) Es seien h,h: N — M lokale Isometrien, und es existiere ein Punkt p € N mit h(p) = h(p)
und d,h(v) = dph(v) fiir alle v € T,N. Zeigen Sie, dass dann schon h = h gilt.

(b) Es sei f: M — M eine Isometrie. Zeigen Sie, dass die Zusammenhangskomponenten von
Fix(f) ={p € M | f(p) = p} Untermannigfaltigkeiten von M sind.

Hinweis: Verwenden Sie, dass fiir alle ¢ € M die Exponentialabbildung exp, ein lokaler
Diffeomorphismus in einer Umgebung von 0 € T, M ist und dass (lokale) Isometrien Geodéten
auf Geodéten abbilden.



