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DEADLINE: Do. 30. Mai 2024, 15:00.

Seien M™, N™ geschlossene, orientierte, zusammenhangende Mannigfaltigkeiten mit Funda-
mentalklassen (M| € H, (M) = Z, [N] € H,(N) = Z. Eine stetige Abbildung f : M — N
besitzt einen Abbildungsgrad deg(f) € Z, der definiert ist als jene eindeutig bestimmte ganze
Zahl deg(f) = k, fir die f.[M] = k[N] € H,(N) ist. (Man beachte, dass [N] ein Erzeuger
von H,(N) ist.)

1. Zeigen Sie, dass sich der Abbildungsgrad multiplikativ unter Komposition zweier Abbil-
dungen verhilt, sowie dass fiir homotope Abbildungen f ~ ¢ die Gleichheit deg(f) =
deg(g) besteht. Was konnen Sie iiber den Abbildungsgrad einer Homotopiedquivalenz
sagen? Was ist der Abbildungsgrad einer konstanten Abbildung, wenn n positiv ist?

2. Beweisen Sie: jede geschlossene, orientierte, zusammenhangende Mannigfaltigkeit M™
besitzt eine Abbildung
f:M— S
mit deg(f) = 1.
(Anwendung: Ist M = X" eine einfach zusammenhangende Homologiesphare, dann folgt
aus deg f = 1, dass f, ein H,-lsomorphismus ist. Ein Satz von Whitehead impliziert
dann, dass f eine Homotopiedquivalenz ist.)

3. Gegeben seien zwei geschlossene, orientierte, zusammenhangende Mannigfaltigkeiten M™
und N, sowie eine Abbildung f : M™ — N™ mit deg(f) = 1. Zeigen Sie, dass

surjektiv ist fiir alle ¢, indem Sie eine “Umkehrabbildung” ¢ : H;(N) — H;(M) mit
f« 0 @ = id konstruieren.
4. Beweisen Sie fir M, N, f wie in Aufgabe 3, dass

fe i m (M) — m(N)

surjektiv ist.

Hinweis: Versuchen Sie nicht, dies aus der Surjektivitat von f, : Hi(M) — Hy(N) zu
folgern! Verwenden Sie die Theorie der Uberlagerungen. Betrachten Sie jene Uberlagerung
N von N, die durch das Bild von f, gegeben ist. Unterscheiden Sie dann zwei Falle: N
kompakt / nicht kompakt.



