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Bearbeiten Sie drei der vier Aufgaben!

Aufgabe 41 ) Zeigen Sie: Die Funktion

f : R2 → R, (x, y) 7→ 4

(1 + x2 + y2)2

ist Lebesgue-integrierbar. Berechnen Sie

V =

∫
R2

f(x, y)dxdy.

(4 Punkte)

Aufgabe 42) Sei n ∈ N positiv. Wir bezeichnen das Standardskalarprodukt
auf dem Rn bzw. Rn+1 mit 〈. , .〉

(a) Zeigen Sie: die Abbildung

φ : Rn → Rn+1 = R × Rn, x 7→
(
〈x, x〉 − 1

〈x, x〉+ 1
,

2x

〈x, x〉+ 1

)
ist differenzierbar. Sie ist eine injektive Abbildung in die Einheitssphäre
Sn = {y ∈ Rn+1|〈y, y〉 = 1}. Was ist das Bild? Berechnen Sie die Ableitung
Dφx in einem beliebigen Punkt x ∈ Rn als lineare Abbildung Rn → Rn+1.

(b) Bestimmen Sie eine Funktion f : Rn → R, so dass gilt:

〈Dφx(y), Dφx(z)〉 = f(x) · 〈y, z〉 für alle x, y, z ∈ Rn.

(5=3+2 Punkte)
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Aufgabe 43) Sei X ein metrischer Raum und g : X → R>0 eine positive
stetige Funktion. Sei I : Cc(X) → R ein Integral, welches der Daniell-
Bedingung genügt.

(a) Zeigen Sie: Ig : Cc(X) → R, f 7→ I(f · g) ist ein Integral, welches der
Daniell-Bedingung genügt.

(b) Zeigen Sie: Eine reellwertige Funktion f : X → R ist genau dann
bezüglich Ig Daniell-Lebesgue-integrierbar, wenn f · g : X → R bezüglich
I Daniell-Lebesgue-integrierbar ist. Sind diese äquivalenten Bedingungen
erfüllt, so gilt Ig(f) = I(g · f).

(4=2+2 Punkte)

Aufgabe 44) Sei

A =
⋃
n∈Z

[2n, 2n + 1] ⊂ R und Ak = 3−k · A für k ∈ N

sowie
X = [0, 1] ∩

⋂
k∈N

Ak.

Zeigen Sie, dass X ⊂ R eine Nullmenge ist.

(4 Punkte)
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