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Kapitel 1

Vorbemerkungen

1.1 Probleme mit der Unendlichkeit

Man ist von der Schule gew6hnt mit Dezimalzahlen wie
r=1,11111...

zu rechnen. In der Schule lernt man auch, dass 9 -z = 9,99999... gleich 10 ist
(Frage: wieso gilt dies eigentlich?) und zeigt damit x = %. Ohne an dieser
Stelle dieser Frage nachzugehen wollen wir uns im Moment nur daran erinnern,
dass die obige genannte Zahl x eigentlich als eine unendliche Summe von Zahlen

definiert ist
1 1 1 1
10 100 1000 7

So weit so gut ....

... dass das Rechnen mit unendlichen Summen nicht ganz ohne Probleme von-
statten geht, ist vielleicht nicht so bekannt. Wir wollen an dieser Stelle die hier
auftretenden Probleme an einem typischen Beispiel illustrieren:

Betrachte folgende Reihe

] 1 n 1 1 n
r=1l—c-+=-—>+4....
2 3 4
Durch Zusammenfassen von jeweils zwei aufeinander folgenden Termen
1 1 1 1 1 1
l—--—+-—-=-4+...=[1-= - —=
st3-1t= (1) +(3-1)+ >0

ldsst sich diese Zahl x leichter berechnen. Als Summe von positiven Zahlen ist
insbesondere x positiv.

Was spricht dagegen die Berechnung von = durch andere geschickte Umordnun-
gen zu vereinfachen? Ein Vorschlag wére, die positiven und negativen Glieder
getrennt zu summieren, um nur eine Subtraktion durchfiihren zu miissen

1Ly ly S
gtg T st

13



14 KAPITEL 1. VORBEMERKUNGEN

und obendrein einen Term einzuschieben, der gleichzeitig addiert und abgezogen
wird

O S TS U I 1,11 1,11
R T e O I T A I ee F A B

um dann folgende Vereinfachung der Summation

s at o (Lily ]
szt stite

—(1elily 1Ll
= 5 T3t T3t
=0

zu erhalten! Was ist passiert? Es folgt 2 = 0 im Widerspruch zur ersten Uber-
legung, welche x > 0 zeigt. Wir haben jetzt ein Problem, das offensichtlich
daher riihrt, dass wir zu unvorsichtig mit dem Hantieren von ‘unendlich’ vielen
Grossen umgegangen sind. Wir haben insbesondere auch gar nicht genau genug
gesagt, wie eigentlich eine 'unendliche’ Summe zu erkliren ist, in wie weit sie

iiberhaupt allgemein existiert etc. Vielleicht war die Bildung der unendlichen
Summe gar nicht sinnvoll?

Dieses Beispiel dient dazu zu verdeutlichen, warum wir bei allen nun folgen-
den Uberlegungen, insbesondere bei den Definitionen und Begriffsbildungen,
so vorsichtig wie moglich sein werden. In der Tat werden wir im Verlauf der
Vorlesung sehen — nachdem wir uns genau iiberlegt haben wie unendliche Sum-
men iiberhaupt zu definieren sind — dass der erste Ansatz sehr wohl sinnvoll
war, und dass in iiberraschender Weise die dadurch definierte unendliche Sum-
me den Wert = log(2) besitzt (natiirlicher Logarithmus), was im iibrigen —

durch eine Modifikation des zweiten Ansatzes — auf die Formel [ K 4 = log(2)
2
zuriickgefithrt werden kann (siehe 15.7).

1.2 Mengen

Wir benutzen hiufig die Sprache der Mengenlehre. Etwa folgende Bezeichnung
fiir die Menge A, welche aus den Zahlen 1, 2 und 3 besteht

A = {1,2,3} ={2,3,1,1}
Dann bedeutet
1 € A
5,1 ist Element der Menge M”. In diesem Sinne gilt analog;:

a € {a,b}

(1,2} « {{1,2}, [o, ;]}

Das zweite Beispiel ist eine Menge von Mengen, deren zwei Elemente aus der
zweielementigen Menge {1,2} und der Menge der reellen Zahlen im Intervall
[0, 1] bestehen.
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Zwei Teilmengen N7 und Ny einer Menge M heissen disjunkt, wenn ihr Durch-
schnitt N1 N Ny die leere Menge 0 ist.

Auch in der Mengenlehre wird man mit dem Problem der Unendlichkeit kon-
frontiert. Etwa wenn man versucht Mengen rekursiv zu definieren in dem man
setzt

Mo = {a}

My = My U{Mo} = {a,{a}}
(disjunkte Vereinigung)

My =My U {Ml} - {aa {a}v {aa {a}}}

und so weiter ... Iteriert man das unendlich oft, erhélt man eine Menge

M = {a,{a},{a,{a}}v{a,{a}v{a,{a}}},-~-}

welche die Eigenschaft besitzt
MeM.

Dass es mit derartigen Konstruktionen Probleme geben kann, zeigt das uns das
folgende Paradoxon

Definition: Eine Menge M heisse gutartig, wenn M ¢ M gilt. Eine Menge heisse
pathologisch, wenn M € M gilt.

Offensichtlich sollte eine Menge dann entweder gutartig oder pathologisch sein.
Bilden wir jetzt aber die Menge aller guten Mengen, so erhalten wir einen Wi-
derspruch

Definition: Es sei M die Menge aller gutartigen Mengen.

Es stellt sich dann die Frage, ob die so definierte Menge M selbst wieder gutartig
ist?

Angenommen, dies wiire der Fall. Dann wire M als gutartige Menge wegen der
Definition von M selbst ein Element von M, das heisst M € M. Das kann aber
nicht eintreten, denn dann wére wegen M € M die Menge M eine pathologische
Menge, und nicht — wie angenommen — gutartig. Dies zeigt uns also, dass die
Menge M aller gutartigen Mengen selbst nicht gutartig sein kann.

Dann bleibt anscheinend nur die Alternative, dass die Menge M aller gutartigen
Mengen eine pathologische Menge ist (was uns vielleicht nicht so iiberraschend
erscheinen mag). Als pathologische Menge erfiillt daher M die Eigenschaft

MeM.

Das war die Definition von pathologisch! Aber aus M € M folgt, dass M ein
Element der Menge M aller gutartigen Mengen ist. Mit anderen Worten, es
folgt: M ist eine gutartige Menge!
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An dieser Stelle erinnern wir uns aber daran, dass dies nicht sein kann, da wir
es bereits ausgeschlossen haben, dass die Menge M aller gutartigen Mengen
gutartig sein kann. Ein Teufelskreis!

Offensichtlich kann man Mengen also nicht ‘beliebig’ definieren. Ein solides Fun-
dament der Mengenlehre zu legen ist eine schwierige Aufgabe, und gehort ei-
gentlich nicht zum Themenkreis der Analysisvorlesung. Wir wollen uns an dieser
Stelle nur merken, dass man beim Umgang mit der Unendlichkeit Sorgfalt walten
lassen sollte. Wir benutzen die Begriffe der Mengenlehre eigentlich in der Regel
nur im Sinne von Notationen. Wichtige Bildungen in diesem Zusammenhang
verbinden sich mit den Begriffen: Abbildung, kartesisches Produkt, Relationen,
Quantoren. Diese sollen nun kurz vorgestellt werden:

1.3 Abbildungen

Eine Zuordnung zwischen nichtleeren Mengen M und N,

fM — N
meM — f(m)eN

welche jedem Element m aus M (dem sogenannten Definitionsbereich) ein ein-
deutig bestimmtes Element in N (im Wertebereich) zuweist, nennt man Ab-
bildung oder Funktion. Die Teilmenge {f(m) € N | m € M} von N nennt
man das Bild von f, kurz Bild(f). Die Abbildung heisst surjektiv, wenn gilt
Bild(f) = N. Eine Abbildung heisst injektiv, wenn aus f(m) = f(m') folgt
m = m’. Eine Abbildung heisst bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

1.4 Kartesische Produkte

Das kartesische Produkt zweier Mengen M und N ist die Menge aller Paare
(m,n):

MxN = {(m,n)lme M,ne N)}
Beachte, dass im Gegensatz zum Mengenbegriff bei der Bildung von Paaren

(m,n), die Reihenfolge eine Rolle spielt. Das heisst im allgemeinen gilt, dass
(m,n) von (n,m) verschiedenen ist, selbst wenn fiir die Mengen gilt M = N.

Beispiel: Ist R die reelle Zahlengerade, dann ist

R xR = Zahlenebene

1.5 Relationen

Eine Relation auf einer Menge X ist eine Teilmenge R C X x X.
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Schreibweise

z,y € X,z £ y fiir (z,y) € R, oder kurz  ~ y. Man sagt dann ,,... x steht in
Relation zu y beziiglich der Relation R...”

1.6 Axiome der Aquivalenzrelation

Eine Relation auf X nennt man Aquivalenzrelation, wenn folgende Eigenschaf-
ten erfiillt sind

1. Reflexivitit: x ~ z (fiir alle z € X)
2. Symmetrie: Aus x ~ y folgt y ~ x
3. Transivitdt: Aus  ~y und y ~ z folgt © ~ z
Eine Aquivalenzrelationen auf X definiert eine Zerlegung von X in disjunk-

te Aquivalenzklassen. Umgekehrt definiert jede Zerlegung von X in disjunkte
Teilmengen eine Aquivalenzrelation auf X.

1.7 Quantoren

e V bedeutet ,,fiir alle”
Beispiel: Vz € K bedeutet ,,fiir alle x aus K”

e J bedeutet ,,es existiert (mindestens) ein”
Beispiel: Ve e K Jye K (y+z=0)

e ! bedeutet ,,es existiert genau ein”.
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Kapitel 2
Korper

Ein Korper (K, +,-) ist eine Menge mit zwei Abbildungen

KxK-5K KxK-—K
(a,b) — a+0 (a,b) — a-b

(genannt Addition und Multiplikation) so, dass folgende Axiome erfiillt sind

K1) a+(b+c)=(a+b)+c firallea,b ce K (Assoziativgesetz)
K2) Es existiert ein Element 0 € K mit 0+ a = a fiir alle a € K (neutrales Element)
K3) Fiir jedes a € K gibt es ein Element —a € K,
so dass gilt —a+a=0 (inverses Element)
K4) Fiir alle a,b e K gilt a+b=b+a (Kommutativgesetz)

Dies waren das Assoziativgesetz, die Existenz des neutralen Elements, die Fxi-
stenz des inversen Elements, und das Kommutativgesetz der Addition. Analog
fordert man fiir die Multiplikation

K1) a-(b-c)=(a-b)-cfir alle a,b,c e K

K2) Es existiert ein Element 1 € K mit 1-a =aq fiir allea € K

K3’) Fiir alle a € K # 0 existiert ein Inverses a=! in K mit a™!-a =1
K4%) a-b=1"b-a fir alle a,b € K

Ausserdem wird gefordert
K5)1#0

sowie das Distributivgesetz

D) Fir alle a,b,ce K gilt a- (b+¢) =a-b+a-c (Distributivgesetz)

Die Assoziativgesetze erlauben es mehrfache Klammern bei der Addition weg-
zulassen. Man schreibt also kurz a+b+c anstatt (a+b)+c¢ = a+(b+c). Analog
fiir die Multiplikation. Ausserdem benutzt man die iibliche Schreibkonvention
(a-b)+ (¢-d)=a-b+ c-d oder auch ab + cd.

19
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2.1 Folgerungen aus den Axiomen

Varianten des Distributivgesetzes Wendet man K4’) auf beiden Seiten von D)
an, erhélt man auch die folgende Variante D’) des Distributivgesetzes:

(b+c¢)-a = b-atc-a

Distributivgesetz mit 4 Variablen Es gilt:

(a+b)-(c+d) = a-c+b-c+a-d+b-d

Beweis: (a+b)-(c+d)=a-(c+d)+b-(c+d)=a-c+b-c+a-d+b-d wegen
der Distributivgesetze D’ und D.

2.1.1 Lemma

Inverse und neutrale Elemente sind eindeutig bestimmd.

Beweis: Aus u+a = 0 = v+a und (K4) folgt a+u = a+v. Somit —a+ (a+u) =
—a + (a4 v) wegen (K3). Wegen (K1) also (—a + a) + u = (—a + a) + v, oder
0+ u = 0+ v. Daher u = v wegen (K2). Die zeigt die Eindeutigkeit des zu a
inversen Elements. Analog zeigt man die Eindeutigkeit des neutralen Elements:
0+4a=a =0+ a impliziert a + 0 = a + 0 wegen (K4), und somit 0 = 0 (wie
oben fir u=0,v = f)). Der multiplikative Fall ist analog.

2.1.2 Lemma

Es gilt x -y = 0 genau dann, wenn gilt: x = 0 oder y = 0.

Beweis: Wir zeigen zuerst 0 - 2 = 0 = x - 0. Nach (K4’) geniigt die rechte
Gleichheit.

0 = 040 (K2
z-0 = z-0+2-0 (D)
—z-04+2-0 = —z-0+(z-0+2-0)
0 = (—z-04+2-0)4+2-0 (K3),(K1)
0 = 0420 (K3)
0 = z-0 (K2).

Umgekehrt folgt aus x -y = 0 entweder y = 0 oder z = 0. Ist ndmlich x # 0,

dann existiert z7!. Wie bereits gezeigt gilt dann 27'-0=10. Also0 =z2"1-0 =

x b (z-y)(zt-2)-y=1-y =y, das heisst y = 0.
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2.1.3 Lemma
—z=(-1) .

21

Beweis: (—1)-z+2=((-1)+1)-2 =0 -2z =0 wegen (D’),(K3) und Lemma
2.1.2. Aus der Eindeutigkeit des Inversen (Lemma 2.1.1) und (—1) -2+ =0

folgt daher —x = (—1) - .

Wir benutzen nun folgende Schreibweise

2.1.4 Lemma
(—x)? = 2%
Beweis: Es gilt:
(—x)+ = 0
(=2) - ((-2) + ) (=2)-0
(—2)? + (—2) - 0 (D), (Lemma 2.1.2)
(—2)? 4+ (—z)-2) +z-2 z-x (K2)
(—2)* +((-2) +2) @ @ (K1), (D)
(=) +0 z?  (Lemma 2.1.2)
(—) o® (K4),(K2)

2.2 Beispiel

Jeder Korper besitzt mindestens zwei verschiedene Elemente, ndmlich 0 (Null)
und 1 (Eins) nach Axiom (K5’). Wie man leicht nachpriift, definieren folgende
Tabellen einen Kérper Fo = {0,1} mit zwei Elementen

+ 101 101
0101 0[0]|0
1{1]0 1101

Im {ibrigen sind diese Tabellen durch die Korperaxiome bereits eindeutig fest-
gelegt! Beispielsweise ist 1 + 1 = 1 ausgeschlossen, wegen 1 # 0.

2.3 Notationen
er—y=r+(-y)=(y+z=—y+z
o x/y:= g =y ! fiir y #0

e Die iiblichen Bruchrechenregeln wie Kiirzen (22 = 2 fiir a # 0, ¢ # 0) oder

Hauptnennerbildung (% + & = 2%t fiir b 3£ 0, d # 0 also bd # 0!) folgert
man leicht aus den Koérperaxiomen.

0Jedes Element der Additionstabelle kommt in jeder Zeile und in jeder Spalte genau einmal
vor; warum?
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Kapitel 3
Angeordnete Korper

Ein Korper K heifit angeordnet, wenn es eine Relation < auf K gibt, fiir die gilt:

01) Fiir z,y € K gilt genau einer der drei Fille (Erklusitivitit)
x<yoderz=yodery<ux.

02) Aus z < y folgt © + 2z < y + z fur alle z € K (Translationsinvarianz)

03) Aus 0 < z und 0 < y folgt 0 < -y (Multiplikativitit)

04) Aus a < bund b < ¢ folgt a < ¢ (Transitivitdt)

3.1 Notationen

e x > y steht fir y < x
e z >y bedeutet z >y oder x =y

o r <y bedeutet x <y oder x =y

3.2 Intervalle

In einem angeordneten Korper K sind Intervalle definiert

(a,b) :={x € Kla <z < b}

[a,b] :={z € K|a < x < b}

[a,b) :={z € Kla < z < b}

(a,b] :={x € Kla <z < b}

3.3 Quadrate sind positiv

Aus den Axiomen eines geordneten Korpers folgt:

x # 0 = 2 > 0, insbesondere gilt 1 > 0

23
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Beweis: Aus x # 0 folgt © < 0 oder z > 0 (Axiom O1). Fiir x > 0 gilt 22 =
2 -2z > 0 nach (Axiom 03). Ist < 0, so folgt durch Addition von z = —z aus
Axiom O2

0< —x.

Nach Axiom O3 daher 0 < (—x) - (—z) = (—z)?. Wegen (—z)? = 2? (Lemma
2.1.4) folgt also auch in diesem Fall 2 > 0.

3.4 Natiirliche Zahlen

In einem angeordneten Korper K gilt 0 < 1 nach Folgerung (a). Aus der Trans-
lationsinvarianz (O2) folgt dann

1<1+1

und induktiv
1+1<1+1+1

und so weiter. Die so definierten Elemente 0,1,14+ 1,1+ 14 1,... des ange-
ordneten Korpers K sind paarweise verschieden wegen des Transitivitdtsaxioms
(O4) und der Exklusivitdt (O1). Man bezeichnet die so definierten Zahlen mit
0,1,2=141,3=1+41+1 usw. Die so definierten Zahlen in K definieren eine
Teilmenge

N=1{0,1,2,3,---}

des Korpers K, die so genannte ,,Menge der natiirlichen Zahlen”.

Folgerung: Fin angeordneter Kéorper K besitzt unendlich viele Elemente.

3.5 Lemma
Es gilt

(a) x<y <= O<y—=x

(b) <0 < —z>0

(¢) x>0 < —2<0
d)z<y < —y< -z

() z<yund0< z =22 <yz.

Insbesondere vertauscht x — —x ‘positive’ und ‘negative’ Zahlen.

Beweise: Fiir (a) addiere —z und benutze (02). (b) ist der Spezialfall y = 0 von
(a). Auch (c) ist ein Spezialfall von (a) wegen —(—z) = 2 (siehe Ubungsblatt).
Zu(diz<y<—=0<y—a<=0>—-(y—2)<=0>—-y+ar<= —z>—y
wegen Axiom (O2) und (b) und (c). Zu (e): < y impliziert 0 < y — = und
daher wegen (03) 0 < (y — z)z = yz — xz. Aus (02) folgt zz < yz.
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3.6 Bemerkung
Ein Spezialfall von (e) ist
(05) 0<z,0<y=0<z+y.

Beachte: (01),(02),(03),(04) sind &quivalent zu (01),(02),(03),(05), denn
Transitivitéit schliesst man wie folgt: ¢ < b <= 0 < b—a und b < ¢ <=
0 < ¢ — b nach (02). Gilt (05), folgt daher aus a < b, b < ¢ die Aussage
0<(b—a)+ (c—0b) =c—a. Also wegen Axiom (02) durch Addition von a die
Aussage a < ¢ von Axiom (O4).

3.7 Folgerung
r-y>0<=2>0,y>0o0derz <0,y <0

r-y<0<=z>0,y<0oderxz<0,y>0

Beweis 1. Schritt. Aus z > 0,y > 0 folgt xy > 0 nach (O3). Aus < 0,y < 0
folgt 0 < —x,0 < —y wegen Lemma 3.5b. Also 0 < (—z)-(—y) = (=1)%2zy = zy
nach (O3) und Lemma 2.1.3 und 2.1.4.

2. Schritt. Aus x > 0,y < 0 folgt 0 < z(—y) nach (O3), wegen 0 < —y (Lemma
3.5b). Wegen z(—y) =z - (—1) -y = (—1) - (zry) = —zy (Lemma 2.1.3) gilt also
0 < —zay oder 2y < 0 (Lemma 3.5¢). Im Fall y > 0,2 < 0 zeigt man analog
zy < 0.

3. Schritt. Da zy = 0 genau dann gilt, wenn entweder x = 0 ist oder y = 0
ist, haben wir eine vollstdndige Liste aller Fille aufgestellt. Daraus folgt die
Behauptung.

3.8 Lemma
>0« 2" 1>0

1

Beweis: Wegen 27! -z = 1 > 0 folgt aus > 0 die Behauptung z~! > 0 aus

dem letzten Lemma.
3.9 Lemma
r>y>0=0<z t<y!

Beweis: Aus der Annahme und dem letzten Lemma folgt 0 < 2! und 0 < 31,

also 0 < 271y~!. Aus Lemma 3.5¢ folgt die Behauptung.
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3.10 Lemma

Ausa <bund c<dfolgta+c<b+d.

Beweis: Aus der Annahme folgt 0 < b—a und 0 < d — ¢ (Axiom 02). Also folgt
0 < d—c+b—a, oder durch Addition von @ + ¢ (Axiom O2) wie behauptet
a+c<b+d.



Kapitel 4

Die Betragsfunktion

K sei ein angeordneter Korper. Wir setzen

x, x>0
|z =< 0 x=0

-z, <0
Aus der Definition folgt sofort x < |z| sowie —x < |z| sowie | — z| = |z| durch
Betrachtung der einzelnen Félle.
4.1 Lemma
Es gilt

lz| > 0

fiir alle x € K und |x| = 0 gilt genau dann, wenn x = 0 ist. Weiterhin gilt fir
alle x,y € K

L |x-y| ==yl

2. 1z +y| < ] + [yl

Beweis: Die Eigenschaft |z| > 0 folgt durch Fallunterscheidungen aus dem Lem-
ma 3.5b.

Eigenschaft 1. folgt durch Fallunterscheidung (9 Félle). Ist © = 0 oder y = 0
folgt die Behauptung aus Lemma 2.1.2. Wenn nicht benutzt man Folgerung 3.7.
Im wesentlichen muss man dann die drei Félle 0 < 2,0 < y und z < 0,y < 0
und oBdA z < 0,0 < y unterscheiden. Im ersten Fall ist |zy| = zy = |z||y|,
da zy > 0 ist. Im zweiten Fall ist |zy| = 2y = (—2)(—y) = |z||ly|, wegen
(—=1)2 = 1 (Lemma 2.1.4). Im dritten Fall ist |zvy| = —ay = (—2)y = |z||y|
wegen —zy = (—1) - (z-y) = ((-1) - z) - y = (—z)y (Lemma 2.1.3).

IDiese Ungleichung wird ,,Dreiecksgleichung” genannt.

27
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Eigenschaft 2. Wie wir bereits gesehen haben gilt < |z| und y < |y|. Also
gilt z +y < |z| + |y| nach Lemma 3.10. Ditto —z < |z| und —y < [y|, also
—z —y < |z| + |y|- Wegen

_ z+y rz+y =20
ety = {—x—y rz+y<0

folgt daher wie behauptet |z + y| < |z| + |y|.

4.2 Definition der Distanzfunktion

Wir betrachten neben dem Betrag | | hidufig auch die Distanzfunktion d(z,y)
d: KxK—K
definiert durch
d(z,y) =z —y| .
Offensichtlich gelten die folgenden metrischen Eigenschaften:
e d(z,y) >0 fiir alle z,y € K, und d(z,y) = 0 genau dann, wenn = = y.
e d(z,y) =d(y, )
o d(z,y) <d(z,2) +d(z,y) fir alle z,y,z € K

Die erste Eigenschaft folgt aus der ersten Aussage des letzten Lemmas. Die
zweite Aussage folgt aus | —y| = | — (z —y)| = |y — z|. Die letzte Aussage folgt
aus der Dreiecksungleichung des letzten Lemmas

dz,y) =z -yl =[xz —2)+ (z -yl < |z — 2|+ |z —y| = d(z,2) + d(2,y) .
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Der Korper der komplexen
Zahlen

Sei K ein angeordneter Korper. Wir betrachten das kartesische Produkt L =
K x K ={(z,y)|z,y € K} und definieren

Addition: L x L—— L
(z,y), (@,y') = (x+ 2,y + ')

Multiplikation: L x L—— L

((z,y), (2" y) = (z-2' —y- ¢,z y +y-2')
5.1 Satz
(L,+,-) ist ein Kirper.

Dabei ist 0 = (0,0) das Nullelement und 1 = (1,0) das Einselement. Wir be-
schrinken uns darauf, die Existenz der multiplikativ inversen Elemente zu zei-
gen. Die anderen Eigenschaften iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.

5.2 Inverses Element der Multiplikation

Sei z = (z,y)# 0. Dann gilt = # 0 oder y # 0. Wir benutzen nun Abschnitt 3.3

Fallunterscheidung 2 + 12

z=0,y#0 2 +y?=y>>0
y#0,2=0 2 +y2=22>0
y#0,2#0 22 + 4% >0, denn 22 > 0 und y? > 0

Also folgt in allen Féllen: 22 + 32 # 0

Ansatz: Somit ist das folgende Element definiert

1. L -y
' x2+y27x2+y2

29
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- zx—y-(-y) z-(-y +y-a ©?+y* 0
Dann gilt z-27 1 = , = , —
) zz ( x2+y2 l‘2+y2 $2+y2 $2+y2
(1,0) = 1 unter Benutzung von —y = (—1) - 3. Das heisst 271 -z = 1.

5.3 Die Einbettung von K

Betrachte die Einbettung i : K < L, welche der Zahl z € K die Zahl (x,0) € L
zuordnet. Dann gilt i(z +y) = (¢ +y,0) = (2,0) + (y,0) = i(x) +i(y) und
i(r-y) = (zy,0) = (x,0) - (y,0) = i(x) - i(y). Wir kénnen also K als Teilkorper
von L auffassen und schreiben kurz x anstatt i(z).

5.4 Die Zahl i

Wir definieren ¢ € L durch
i=1(0,1) .

Dann gilt ¢-4 = (0,1)-(0,1) = (0-0—1-1,0-14+1-0) = (-1,0) = —(1,0) = -1
it =—1.
In K besitzt die Gleichung 22 = —1 keine Losung, da in einem angeordneten

Korper Quadrate immer positiv sind. In L haben wir eine Losung der Gleichung

2?2 = —1 gefunden. Insbesondere ist daher L ein Korper, der keine Anordnung

besitzt.

Beachte (z,y) = (2,0)+ (y,0) - (0,1) = (z,0) + (0,y). Mit unseren Kurzschreib-
weise © = (z,0) erhalten wir somit

(r,y)=x+y-i.

5.5 Hinweis

Im spéter relevanten Fall, wenn K der Korper R der reellen Zahlen ist, nennt
man oben konstruierten Kérper L den Korper C der komplexen Zahlen.



Kapitel 6

Archimedisches Axiom

Ein angeordneter Kérper K heisst archimedisch, falls! gilt

’VwEKﬂnEN x<n‘.

6.1 Folgerung (Satz des Eudoxos)

In einem archimedischen Koérper K gilt: Fiir alle ¢ > 0 aus K existiert eine
natiirliche Zahl 0 # n € N aus K, so dass gilt

0<l/n<e.

Beweis: Aus 0 < ¢ folgt 0 < ¢71. Wihle n € N mit ¢ < n (archimedisches
Axiom). Dann folgt 0 < n~! < & wie behauptet.

In einem angeordneten Korper K hat man die natiirlichen Zahlen N C K sowie
die inversen Elemente —N = {—n | n € N}. Aus Lemma 3.5 folgt NN —N = {0}.
Die Vereinung NU —N nennt man die Menge Z der ganzen Zahlen. Diese Menge
ist unter Addition und Subtraktion abgeschlossen, wie man leicht sieht. Aus den
Bruchrechenregeln sieht man dann sofort, dass die rationalen Zahlen in K

p
Qz{geKlp,qEZq#O}

einen Teilkorper von K definieren.

6.2 Dichtigkeitssatz

Die rationalen Zahlen liegen in einem archimedischen Koérper K dicht. Damit
ist folgendes gemeint: Va € K, Ve > 0 aus K Jy € Q mit

r—e<y<xz+te.

1Dies ist keine Folgerung aus den bisherigen Axiomen, wie es vielleicht den Anschein haben
konnte, sondern ein unabhéngiges Axiom
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Beweis 1. Schritt. ObdA z > 0. [Denn anderenfalls ist —x > 0. Hat man y € Q
gefunden mit (—z) — e < y < (—z) + ¢, so folgt durch Multiplikation mit —1
daraus x —e < —y < x +e. Wegen y € Q < —y € Q folgt die Behauptung.]

2. Schritt. ObdA e = 1 fiir ein 0 < n € N. [Fiir beliebiges 0 < ¢ existiert nach
Eudoxos ein n € Nmit 0 < % < ¢. Hat man ein y € Q gefunden mit x—% <y <
z+1 danngiltauchz—e <y <ztewegenz—c<z—2 <y<z+i<ate]

3. Schritt. ObdA kann man annehmen ¢ = 1 und > 0. [Offensichtlich ist
x—% <y<x+% dquivalent zu z — 1 < g < 24+ 1fir Z =n-2 > 0 und
g = n -y (multipliziere mit n). Beachte y € Q <= 7 € Q]

4. Schritt. Der Fall x > 0 und € = 1. Betrachte M = {y € N| x — 1 < y}. Nach
dem archimedischen Axiom ist diese Menge M nicht leer. Sei m die kleinste
natiirliche Zahl aus M. Dann gilt per Definition von M

r—1l<m.
Behauptung: Es gilt auch m < 4+ 1 (m € N ist also die gesuchte Zahl aus Q).

Beweis der Behauptung: Der Fall m = 0 ist klar, denn 0 < x + 1 wegen x > 0.
Im Fall m > 1 ist m — 1 wieder eine Zahl in N. Angenommen m < z + 1 wire
nicht richtig, dann gilt * < 2 +1 < m, also x — 1 < m — 1. Somit wire m — 1
auch eine natiirliche Zahl < m aus M im Widerspruch zur Minimalitdt von m.
Also gilt wie behauptet m < z + 1.

6.3 Bernoulli Ungleichung

Sein > 2 aus N und sei z > —1 eine von Null verschiedene Zahl aus einem
angeordneten Korper K. Dann gilt

14+2)">1+nzx.

Beweis durch vollstdndige Induktion:

Der Induktionsanfang n = 2: Fiir n=2 folgt die Aussage aus 2 > 0 und der
binomischen Formel

(1+2)?=1+22+2%>1+27,
welche aus dem Distributivgesetz folgt.

Der Induktionsschritt von n auf n 4+ 1: Angenommen es gilt (14 2)" > 1+ nz.
Dann folgt durch Multiplikation mit der Zahl 1 4+ 2 > 0 (benutze Lemma 3.5¢)

A+z)" " =0+2) - (1+2)">(1+z)- (1+nz)

=l4+az+nrt+ne?=1+n+Dz+nz®>1+(n+1)z

wegen nz? > 0. Beachte n > 0 und 22 > 0.



Kapitel 7

Folgen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Folgen und studieren die Begriffe der
Konvergenz und der Cauchyfolge in einem archimedischen Kérper K. Wir zeigen
spater, dafl sich einige dieser Begriffe und Ergebnisse iibertragen lassen auf
metrische Rdume. In der Tat ben6tigen 7.1 bis 7.7 keine weiteren Eigenschaften
als die Axiome einer Metrik und iibertragen sich spiter Wort fiir Wort (siehe
Kapitel 11, Seite 61).

7.1 Definition Folgen

Sei X eine Menge. Eine Folge in X ist eine Abbildung

N — X

n = I,

von den natiirlichen Zahlen nach X. Man schreibt héufig xg, z1, 22, z3,... € X.

7.2 Annahme

Im weiteren sei K ein angeordneter Korper K.

Beispiele: Die in der Einleitung definierten Folgen

1 1 1
ZL'():L 1’1:175, 1'2:1754*5, I3 —
oder
20=0, x1 =107, 2o =011=2; +1072 |23 =0.111 =25 + 1073 ,...

sind in jedem angeordneten Koérper erklért.
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7.3 Definition Cauchyfolge

Eine Folge x,, mit Werten in K heifit Cauchyfolge, wenn folgende Aussage richtig
ist:

Ve >03dN €N (n,m}N:>d(xn,xm)<6)

Oder etwas weniger formal: Fiir alle ¢ > 0 aus K gibt es eine natiirliche Zahl
N, so daB d(xp, xm) < € gilt fiir alle n,m > N.

7.4 Definition Konvergenz

Eine Folge z,, aus K heifit konvergent mit Grenzwert x € K, falls gilt:

Ve >03dN eN (n}N:>d(xn,m)<5>

Weniger formal: Fiir alle ¢ > 0 in K gibt es eine natiirliche Zahl N so, dass
d(xy, ) < e gilt fiir alle n > N.

Oder alternativ auch: ‘Fiir alle ¢ > 0 gilt: Fast alle! Folgenglieder liegen im
Intervall (—e 4z, + ¢€).

Bemerkung: Da die Zahl N von € abhéngt, schreibt man hiufig auch N = N(¢).

Bemerkung: Ist z,, eine konvergente Folge mit Grenzwert x € K, dann schreibt
dann héufig auch x,, — x oder lim,,_ocx, = = und spricht vom Limes x. Diese
Notation wird durch den folgenden Satz gerechtfertigt.

7.5 Eindeutigkeit des Grenzwerts

Der Grenzwert x einer konvergenten Folge x,, ist eindeutig durch die Folge be-
stimmd.

Beweis: Seien x,y Grenzwerte derselben Folge xz,, aus K. Wir zeigen d(z,y) = 0,
was nach 4.2 zur Folge hat: © = y. Wegen d(x,y) < 0 geniigt es d(z,y) > 0
auszuschliessen.

Wir fithren einen so genannten

Widerspruchsbeweis: Wére d(x,y) > 0, dann existiert fiir ¢ = d(z,y) wegen
der Konvergenz der Folge x, ein N aus N mit d(z,,z) < § fir n > N(5),
beziehungsweise ein M aus N mit d(z,,y) < § fir n > M(5). Aus der Dreiecks-
ungleichung d(z,y) < d(x, x,) +d(xy,y) und der Symmetrie d(x, z,,) = d(z, zy)
folgt daraus

d(z,y) <e

fiir alle n > max(N, M). Ein Widerspruch zu € = d(z, y)! Also kann d(z,y) > 0
nicht gelten.

Lalle bis auf endlich viele
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7.6 Konvergenz impliziert Cauchykonvergenz
Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Beweis: Sei x,, eine konvergente Folge mit Grenzwert . Dann gilt d(z,,, z.,) <
fiir alle n > N = N(5). Aus der Dreiecksungleichung

[ ]}

d(xp, ) < d(xp,z) + d(z, Tm)
folgt d(zyn,zm) < §+ 5, also d(xy,x,,) < e fiir alle n,m > N. x,, ist daher
eine Cauchyfolge.
7.7 Cauchyfolgen sind beschrinkt

Fiir eine Cauchyfolge x.,, existiert ein y € K und ein C € K, so daf fir alle
n €N gilt d(z,,y) < C.

Beweis: Fiir e = 1 gilt d(zp, xm) < 1 fir alle n,m > N = N(1) (Cauchykonver-
genz). Setze y = xy. Dann gilt d(x,,y) = d(z,,xn) < 1 fiir alle n > N. Also
d(zn,y) < C fir

C = ma:c(d(zo, Y)y o d(Tn_1,Y), 1) .

7.8 Permanenzeigenschaften

Sind (xn)n>0 und (Yn)n>o Cauchyfolgen in K, dann auch die Summen-, Differenz-
und Produktfolge:

o (2n)n>0 = (Tn £ Yn)n>o ist eine Cauchyfolge

® (zn)n>0 = (Tn - Yn)n>o ist eine Cauchyfolge

7.8.1 Zusatz:

Falls (zp)n>0, (Un)n>0 konvergieren, dann konvergieren auch die Summenfolgen,
Differenzfolgen und Produktfolgen z,, und es gilt

lim z, = (lim z,) £ (lim y,)

n—oo n—0oo n—0oo

lim z, = (lim z,)-(lim y,)

n—oo n—oo n—oo

Weiterhin gilt (sieche Ubungsblatt). Sei y,, eine konvergente Folge mit Grenzwert
y # 0. Dann ezistiert ein N € N, so daff gilt

1. yp, #0 fir allen > N
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zn beliebig fir n < N
yo b firn > N
konvergiert, und hat den Grenzwert

2. Die Folge z, = {

lim z, =y~ !

n—oo

Beweis: oBdA nur im Fall z, = x,, -y, fiir Cauchyfolgen x,,, yy.

d(2ns2m) = |TnYn — Tm  Yml
‘xn'yn_xn'ym+$n'ym_$m'ym|
‘xn'yn_xn'ym|+|xn'ym_xm'ym|
Zn - (Y — Ym)| + (T — Tm) - Y|

[Znl - [Yn = Ym| + |20 — Tm| - |ynl

NN N

Es gibt C,C’" # 0 in K, so dass gilt
e |z,| < C (Beschrianktheit der Cauchyfolge x,,)

® [yn — ym| < 55 (Cauchyfolge)

lyn| < C" (Beschrinktheit der Cauchyfolge y,,)

e [z, — | < 5% (Cauchyfolge)

falls n,m > N(5%) und n,m > N(5%).

Somit ist z, eine Cauchyfolge, denn

€ €
\zn—zm\<0-%+0’-20,

=&

gilt fiir alle

”’m>N:maX(N(z-s())’N/(;C/)) :

Bemerkung: Sind z,,y, konvergent mit Grenzwerten x,y, dann zeigt man wie
oben d(zn, zy) < |z|d(yn,y) + d(xn, z)|y|, was z, — xy zur Folge hat.

7.9 Nullfolgen

Hat eine konvergente Folge aus K den Grenzwert Null, dann nennt man x,, eine
Nullfolge.
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7.10 Das Archimedische Axiom
Von nun an sei K ein archimedischer Koérper.

Dann gilt

7.11 Die Leibnizfolge

Die Leibnizfolge

x0:17 x1:§) T2 = 3

oder allgemeiner (fiir z > 0)

definiert eine Nullfolge.
Wir zeigen ganz allgemein das folgende

Kriterium: Se: x,, eine Folge, der Folgenglieder von Null verschieden sind, so
dass yn, = x, ! definiert ist. Gilt (*)

VCeK 3N eN (n>N:,»|yn|>C) ,
dann ist x,, eine Nullfolge.
(*) gilt offensichtlich fiir y,, = 1+ nx, denn |y,| > C fiir alle n > 271 - C.
Beachte, dass es nach dem Archimedischen Axiom mindestens ein N € N gibt

mit dieser Eigenschaft, und dass dieses Eigenschaft dann erst recht gilt fiir alle
n>N.

Beweis des Kriteriums: Gegeben € > 0. Fiir C' = ¢! gibt es dann ein N € N
mit C < |y, | fiir alle n > N. Also gilt

d(,,0) = |yn| ' <€

fiir n > N.

7.12 Die geometrische Folge

Fiir ¢ € K nennt man die Folge x,, = q" eine geometrische Folge. Die durch
q definierte geometrische Folge konvergiert genau dann, wenn gilt |q| < 1 oder
qg=1. Im Falle |q| < 1 ist der Grenzwert gleich 0.

Beweis: Der Fall |¢| = 1. Fiir ¢ = 1 konvergiert die Folge gegen 1 (trivial). Fiir
g = —1 gilt d(zn,2n41) = 2 fiir alle n € N. Somit ist z, nicht einmal eine
Cauchyfolge.
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Der Fall |¢| > 1. Wir behaupten, z,, ist unbeschrénkt im Sinne von (*)
VC AN e N(n > N = |z,| > C) ,

also ist x,, keine Cauchyfolge. Benutze |g| = 1 + x fiir geeignetes > 0. Dann
ist |zy| = |¢|™, und aus der Bernoulli Ungleichung folgt

|z =14+ 2)" >1+nz>C

fiir alle n > N > 27 'C (ein solches N € N existiert nach dem Archimedischen
Axiom!).

Der Fall |¢| < 1. Fiir q¢ # 0 setze ¢ = ¢~ '. Dann gilt |G| > 1, und die Behauptung
des Lemmas folgt aus dem Kriterium 7.11 und der Unbeschrénktheit (*) der
geometrischen Folge ¢". [Es gilt |¢||g] = |¢q| = |1| = 1. Also |g| = |¢|!, und
1 < |q| impliziert daher |¢| > 1 (Lemma 3.9).] Der Fall ¢ = 0 ist trivial.

7.13 Intervallteilung

Fiir a < b definiert man das Intervall I = [a, b] als die Menge {r € K | a < z <
b}. Man nennt b— a die Liange {(I) des Intervalls. Der ‘Mittelpunkt’ ist definiert

als der Punkt
a+b erfa b b—a
= a = - .
2 2 2

Aus I = erhalt man zwei Intervalle

I {a,a-i—b] = {a—i—b’b]
2 2

und es gilt 7 = I' U I”. Wie man leicht sieht, gilt I(I') = {(I") = $I(1).
Lemma: Fiir z,y € T gilt d(x,y) < (1),

denn oBdA a < z < y < b, und somit d(z,y) =y —x <b—a=1(I).

7.14 Teilfolgen beschriankter Folgen

In einem archimedischen Korper K besitzt jede beschrinkte Folge x,, eine Teil-
folge? X,,, welche eine Cauchyfolge ist.

7.14.1 Hinweis

Wie spiter zu sehen ist, sind beschrinkte Intervalle [a, b] folgenkompakte, me-
trische Rédume (siehe auch 11.5, Seite 63).

2Teilfolgen entstehen per Definition durch Weglassen von Folgengliedern aus einer gegebe-
nen Folge
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7.14.2 Beweis Teil 1

Beschranktheit der Folge: Es existiert also ein Intervall I mit
xn €I =1a,b] , VYneN.

Wir zerteilen I = I’ U I” wie oben beschrieben. Dann gilt

N = A U B
~—~ ~—
{neN,z, €I’} {n€N,z,el"}

N ist eine unendliche Menge. Daher ist entweder A unendlich; in diesem Fall
setze Iy = I'. Ist A endlich und somit B unendlich, setze I; = I"’. Als Konse-
quenz: Die Folge x,, enthilt eine Teilfolge y,, mit Werten in Iy, welche dadurch
entsteht, alle Folgenglieder weggelassen werden, welche nicht in I liegen.

Beispiel: Sei z,, = (71)”7#_1 und [ = [-1,1], also zg = 1,21 = — 5,2 = 3, .
Dann ist I; = [-1,0] und yo = — 3,41 = —J, 42 = —g -

7.14.3 Beweis Teil 2 (Intervallschachtelung)

Durch Iteration erhélt man eine absteigende Kette von Intervallen

I=I,2LDLD...

der Lénge
1
mit einer Ketten von Teilfolgen
X0, L1, L2, . el
Yo, Y1,Y2, - e[1
20521522y - el

7.14.4 Beweis Teil 3 (Diagonaltrick)

Die Diagonalfolge xq, 1, 22, ... ist eine Teilfolge (!) der urspriinglichen Folge.
Nenne sie &,.

Diese Diagonalfolge &, ist eine Cauchyfolge. Zum Nachweis sei ¢ > 0 gegeben.
Zu finden ist eine natiirliche Zahl N = N(¢e) so daf} gilt:

nm>=2N = d(&,&n) <e.

Aus n,m > N folgt:
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Somit gilt
h—
d(fmfm) < l(In) = ( 2Na)

Wihle N > 2 so groB, dafi 2V = (1+1) > 1+N > 71 (b—a) (Bernoulli Unglei-
chung und Archimedisches Axiom!). Dann ist (bQ_Na) < e. Alsoist d(&,,&m) < €

fiir alle n,m > N. Also ist die Teilfolge &, eine Cauchyfolge, was zu zeigen war.

Beispiel: Fiir x, = (—1)"—= ist die oben konstruierte Teilfolge &, gegeben

n+1
durch 1

Za

1

1
=g =g

50:*1,51:* 3

2

7.15 Monotone beschrinkte Folgen
In einem archimedischen Kérper ist jede monoton wachsende Folge
T < Tn+1 vn €N )

welche nach oben beschrinkt ist x,, < C, eine Cauchyfolge. (Ditto fiir monoton
fallende nach unten beschrinkte Folgen).

Beweis: Nach Annahme ist dann die Folge z,, beschréinkt. Wegen 7.14 existiert
eine Teilfolge , der Folge, welche eine Cauchyfolge ist: d(Z;, &;) < e fiir alle
i,j > N = N(¢). Es gibt ein N > N, so dass &5 = xy (Teilfolge !). Fiir
n,m > N (oBdA n < m) gilt dann

wegen der Monotonie der Folge z,,. Also d(zy, 2n) < d(Z g, Tm) und N,m > N.

Dies zeigt d(xy, zm) < € fir alle n,m > N.

7.16 Abgeschlossenheit

Sei I = [a,b] oder I = [a,00) oder I = (00,b] ein abgeschlossenes Intervall. Ist
xy, € I eine konvergente Folge mit Grenzwert x, dann gilt x € I.

Beweis: Angenommen a < z,, gilt fiir alle n. Wére x < a, dann gibt es ein n mit
d(zp,z) <efire=a—x > 0. Alsoz,, = z+ (2, —2) < x+d(zp,2) <x+e=a
im Widerspruch zu z,, > a. Es folgt z > a.

Folgerung: Insbesondere gilt fiir jede monoton wachsende beschrinkte Folge:
Alle Folgenglieder x,, sind kleiner gleich dem Limes

Ty < lim z; .

11— 00
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Der Korper der reellen
Zahlen

Konvergente Folgen sind immer Cauchyfolgen, wie wir bereits gesehen haben.
Die Umkehrung gilt im allgemeinen aber nicht. K = Q ist ein archimedischer
Korper, aber Q ist nicht vollstindig!.

Ein archimedischer Korper K heifit vollsténdig, falls jede Cauchyfolge in K kon-
vergiert

Wir fixieren im folgenden einen archimedischen vollstandigen Korper?, und be-
zeichnen diesen Korper als den Korper R der reellen Zahlen. Folgen in R nennen
wir reelle Folgen.

Fiir reelle Folgen gilt:

x,, konvergiert genau dann, wenn x,, eine Cauchyfolge ist.

Jede konvergente Folge ist beschrinkt, und besitzt einen eindeutig be-
stimmten Grenzwert.

Jede beschriankte Folge enthilt eine konvergente Teilfolge.

Ist « der Grenzwert einer Folge, die in einem abgeschlossenen Intervall I
enthalten ist, dann gilt « € 1.

Jede monotone beschriankte Folge konvergiert.

Jede nicht leere nach oben beschriankte® Teilmenge X C R besitzt eine
reelle kleinste obere Schranke sup(X).

Nur die letzte Aussage bedarf noch eines Beweises.

Isieche Ubungsblatt
2Man kann aus den Peano-Axiomen ableiten, dass ein solcher Korper existiert
3Ist die Menge nicht nach oben beschriinkt, schreibt man sup(X) = co

41
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8.1 Obere Schranken

Sei X C R eine Teilmenge. Eine reelle Zahl y heisst obere Schranke von X,
wenn gilt
r<y , VreX.

Die Menge Y aller oberen Schranken von X ist genau dann nicht leer, wenn X
nach oben beschrankt ist.

1.Bemerkung: Die Menge Y ist unter Limesbildung abgeschlossen. Sei y, € Y
eine Folge mit Grenzwert y. Ist € X, dann gilt = < y, fiir alle n. Also gilt
x < y wegen 7.16. Da dies fiir alle x € X gilt, folgt y € Y.

2.Bemerkung: Ist a,, ¢ Y eine konvergente Folge mit Grenzwert a, dann gilt
a < y fir alle y € Y. Dies folgt wieder aus 7.16, denn fiir a, existiert ein
Ty, € X mit a, < x,. Also wegen x,, <y gilt daher a, < y fiir alle n.

Nun zum Existenzbeweis des Supremums sup(X): Wihle ap ¢ Y und by € Y.
Dann gilt ap < by (Bemerkung 2). Zerlege I = [ag,bg] in zwei Teilintervalle
I =1'UTI" um den Mittelpunkt % Setze I; = I’ bezichungsweise I, = ",
je nachdem ob aogbf’ in Y oder nicht in Y liegt. Dann gilt Iy = [a1,b1] mit
ar ¢ Y und by € Y. Iteriert man dies, erhdlt man eine Intervallschachtelung,

und damit eine Kette von Zahlen a,, ¢ Y und b,, € Y mit

ap<ap <ax < Kby < by < g

Die reellen Folgen a,, und b, sind monoton und beschréankt, und konvergieren
daher. Der Grenzwert b der Folge b,, € Y liegt in Y (Bemerkung 1). Es gilt

b—a= lim (b—0b,+b, —a,+a, —a)

n—oo

= lim (b—by)+ lim (b, —a,) + lim (a, —a)=0+04+0=0,

n—oo n—oo

denn a, — a und b — b, sind Nullfolgen, ebenso wie die ‘geometrische’ Folge
b, —a, = l;—{z) Es folgt a = b. Jedes y € Y ist eine obere Schranke fiir den
Grenzwert a der Folge a,, ¢ Y (Bemerkung 2). Gébe es ein y € Y mit y < b,
wiirde daraus folgen a < y < b im Widerspruch zu a = b. Also ist b das kleinste

Element der Menge Y, und damit die gesuchte kleinste obere Schranke von X

sup(X)=a=5b.

Beispiel: Fiir X = (0,1) ist Y = [1,00) und sup(X) = 1. Fiir X = (0,1] ist
wieder Y = [1,00), und sup(X) = 1.

Ist das Supremum sup(X) in X enthalten, nennt man die Zahl das Maximum
max(X) von X. Analog definiert das Infimum inf(X) einer nach unten be-
schriankten Menge X, respektive das Minimum min(X).
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Reihen

Wir sind nun in Lage zu prézisieren, was wir in den Vorbemerkungen bereits
auf naive Weise getan haben, ndmlich was unter einer unendlichen Summe zu
verstehen ist. Dies fiithrt uns auf den Begriff der Reihen. Eine Reihe ist eine Folge,
welche aus einer Folge x, reeller Zahlen entsteht durch sukzessive Addition
o, %o + T1,%g + T1 + X2, - -. Auf diese Weise entsteht eine neue Folge reeller
Zahlen, die Folge s,, der Partialsummen. Diese ist rekursiv definiert durch s, =
Sn_1 + x, und sy = xg, und man schreibt auch

n
D i
i=0

= xo+x1+220+23+...+T) .

Sn

Man sagt ‘die Reihe ZZOZO x, konvergiert’, wenn die zugeordnete Folge s,, der
Partialsummen eine konvergente Folge ist. Ist dies der Fall, dann bezeichnet
man gleichzeitig den Grenzwert lim,, o s, mit Y .-, z,,. Ist die Folge der Par-
tialsummen nicht konvergent, sagt man Y @, konvergiert nicht.

9.0.1 Dezimalzahlen

Etwa

= ap,0102....Qy
fiir eine Ziffernfolge a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} definiert eine Reihe. Wir zeigen
in diesem Abschnitt, dass jede solche Reihe konvergiert (Majorantenkriterium,

geometrische Reihe). Dies kann man natiirlich auch aus der Konvergenz mono-
toner beschriankter Folgen ableiten. Der Grenzwert definiert die Dezimalzahl

o)
ap,a1a20a3.... = E a; - 107" .
=0

43
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9.1 Cauchykriterium fiir Reihen

oo
> x, konvergiert genau dann, wenn gilt: Ve > 0 3N = N(e), so dass gilt

n=0

m
m>2n>N(E) = Zazl<5
1=n—+1
Beweis: Die Folge der Partialsummen s, := Y ., z; konvergiert genau dann,

wenn s, eine Cauchyfolge ist. Letzteres bedeutet: Ve AN so dass fiir alle n,m >
N gilt

d(Sny Sm) =

9.1.1 Folgerung 1

(oo}
Konvergiert Y x,, dann ist x,, notwendiger Weise eine Nullfolge.
n=0

Beweis: Konvergiert die Reihe, dann liefert im Fall m = n + 1 das Cauchykrite-
rium die Aussage
m > N(e) = |zn| <c.

Also ist x,, eine Nullfolge.

9.1.2 Folgerung 2 Leibnizkriterium

[ee]
Fiir eine monoton fallende Nullfolge x,, konvergiert > (—1)™ - x,,.
n=0

Beweis: Wir benutzen (x; —x;41) = 0 fiir alle ¢ > 0 (Monotonie). Fiir ungerades
m —n > 1 folgt
0< (2 —Tpy1) + -+ (Tt — )
=Tp — (xn-‘rl - xn+2)) — ('rTTL—Q - ajm—l) — Tm
< Tpn — Tm = d(xnaxm) 3
und da z,, eine Cauchyfolge ist:

m

> (1)

i=n

<g fﬁrn,m}N(g).

Ist m — n > 0 gerade, folgt aus dem eben Bewiesenen und der Dreiecksunglei-
chung

m

Do)

i=n

S
<|mn\+§<a,

da fiir eine Nullfolge |z,| < § gilt fiir alle geniigend grossen n. Damit ist das
oo
Cauchykriterium auf die Reihe ) (—1)" - x,, anwendbar!

n=0
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9.1.3 Beispiel

1

o Die Leibnizsche Reihe Y 10 konvergiert (Leibnizkriterium).

n=0

9.1.4 Majorantenkriterium

Seien a, und Cy, reelle Folgen derart, dass gilt |an| C,, fiir (fast) alle n. Dann
gilt: Konvergiert Z Ch, dann konvergiert auch Z an, und es gilt

n=0 n=0
oo o)
g an < g C, .
n=0 n=0

o0
Definition: Falls dieser Fall vorliegt, nennt man Y a, absolut konvergent und
n=0

o0
> Cn
n=0
eine Majorantenreihe.

Wegen a, < |a,| < C, konvergiert eine Reihe > ° a, genau dann absolut,
. . o0 .
wenn die Reihe ) |ay| konvergiert.

Beweis: Da Z C,, konvergiert, gilt Ve > 0 3N mit Y. O, < ¢ fir N <

n+l<m nach 9.1 (die Betrige konnen hier weggelassen werden wegen C; > 0).

Nach 9.1 geniigt fiir die Konvergenz von Z an zu zeigen: Ve > 0 dN mit
n=0

| >, i1 ail < e fiiralle N < n+ 1 < m. Dies folgt unmittelbar aus der

verallgemeinerten Dreiecksungleichung (welche durch Induktion aus der Drei-

ecksungleichung 4.1 folgt)

m m m
E a; < E |al| < E C; < e
i=n+1 1=n+1 i=n+1

Die Ungleichung fiir die Grenzwerte: Da

S - zaz_z i~ a) >0,
=0

=0

gilt auch im Limes Z C; — Z a; > 0 nach 7.16.
n=0

lgegen den Grenzwert log(2) wie wir sehen werden
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9.2 Geometrische Reihen

e > 1 konvergiert nicht (klar)

n=0

o0
e Die geometrische Reihe ) ¢" konvergiert genau dann wenn |q| < 1 gilt,

n=0
und hat in diesem Fall den Wert

Yooto 0" = 1= (lal <)

Die letzte Aussage benutzt folgende Formel fiir die Partialsummen der geome-
trischen Reihe

9.2.1 Die geometrische Summe

Fiir ¢ # 1 gilt

N 1— gN+
S =ltgrdt g =

n=0

1—g¢

Beweis: Die Formel stimmt fiir N = 0. Gilt die Formel fiir N, dann auch fiir

N + 1 wegen
1— gVt L 1— N+l (gN+ — g gV _ 1 gN+2
l—q I—q l—q

Der Limes Tio:n q": Wie wir bereits wissen, konvergiert die Reihe nicht fiir
q = 1. Ist ¢ # 1 existiert wegen 7.8.1 der Limes

o 1 q
an: 1_q—1—q1\/h—r>nooqN
n=0

genau dann, wenn |g| < 1 (siehe 7.12), und hat dann den Grenzwert l—iq.

Beispiel: Die Dezimalreihe Y ¢ <% hat als Majorante die Reihe $"°° -2 wel-

i=0 107 i=0 107>
che im Prinzip die geometrische Reihe fiir ¢ = 1/10 ist. Daher konvergiert die
Dezimalreihe und definiert eine Zahl < % = 1_9 — = 10.
10

9.2.2 Quotientenkriterium

Gilt |%| < g <1 undx, #0 (fir fast alle n), dann konvergiert die Reihe.

Beweis: Dann gilt |z,,| < C - ¢" fiir alle n fiir eine geeignete gewiihlte Konstan-
te C' (benutze dazu vollstindige Induktion). Die Konvergenzaussage (absolute
Konvergenz!) fithrt man nun mittels des Majorantenkriteriums auf den Fall der
geometrischen Reihe zuriick!



9.2. GEOMETRISCHE REIHEN 47

9.2.3 *Verdichtung

Sei a,, eine monoton fallende Folge von Zahlen a, > 0. Dann gilt

o0 o0
Zan konvergiert < ZQ”aQn konvergiert .

n=0 n=0

Beweis: Fiir N = 2M — 1 gilt
Al N M—1
(Do) < (o) < (X 2o
n=1 n=1 n=0

az +2a4 +4ag + ...

wegen

ar +(ag+a3) +(as+as+as+ar)+...

al +2a9 +4aq4 + ...

as < a1 < a1, 2a4 < (a2 + as) < 2ag, dag < (ag + a5 + ag + a7) < 4ay und so
weiter.

Da die Folgen der Partialsummen monoton wachsend sind wegen a, > 0, ist

Konvergenz gleichbedeutend mit der Beschranktheit der Partialsummen. Obige

Abschétzung beschréinkt die Partialsummen von Y~ ; a,, durch die Partialsum-
S n

men von > ;2"azn und umgekehrt.

Verdichtung der Harmonischen Reihe )’ %
n=1

[e.e] (oo} (oo}
. . . 1 . . 1
Die Harmonische Reihe ) ) = konvergiert nicht, wegen ) ] 2" o =) ) 1.
n= n= n=

o0 o0 o0
Die Reihe ) -% konvergiert dagegen, denn Y 2”~ﬁ = > (3)" konvergiert.

n=1 n=1 n=1



48 KAPITEL 9. REIHEN

9.3 Exponentialreihe

o]

Die Reihe zn—: konvergiert fir alle x € R absolut. Den Grenzwert nennt man
n=0

n

oo
exp(z) = ZO o
n=

Wir definieren hierbei ,,n Fakultdt” durch
n!l == 1-2.3---(n—=1)n

= H@
i=1
mit 0! := 1. Beispiel: 5! = 120.

Beweis: Folgt fiir  # 0 aus dem Quotientenkriterium, denn |I;‘%| = 7%'1 <
fiir alle n > 2|z|. Der Fall z = 0 ist trivial.

1
2
9.3.1 *Die Eulersche Zahl

Fiir x > 0 konvergiert die Folge

und hat den Grenzwert -

exp(z) = Z % .

n=0

Fiir x = 1 definiert dies die Eulersche Zahl e.

Beweis: Wir benutzen das

9.3.2 Binomialtheorem

Sei K ein archimedischer Koérper. Dann gibt es fiir jedes n € N ganze Zahlen
(?) €N fiir¢=0,1,...,n, so dass fiir z,y € K gilt:

n
= (Do 2 ()

=0

Zusétzlich ist:
. n\ n!
i) kl(n—k)

Der Beweis erfolgt auf einem der Ubungsblitter.

Beispiel n = 2:

2 2 2
(x+y)? = 2+ 22y +9° = <0>x2y0 + (1>x1y1 + (2)y2x0 .
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9.3.3 *Beschrianktheit der Folge z,,

Es gilt:
Ty = (1 + E) l
n

1—1

Hn_y

. n
0 v=0

i 1—1

S (S

also wegen x > 0

Die rechte Ungleichung folgt aus 7.16.

9.3.4 *Monotonie der Folge

Fir n > m gilt x,, > x,, wegen

x
Tn = E 3
- 2!

=0 v=0
m xi 1—1 v
£~ 4! n
=0 v=0
m .’Ei 1—1 Py
2Ty = Z - (1 - —)
7! m
i=0  v=0
denn 1 -2>1—-2 & Z>2 & n>m(firv#0).

9.3.5 *Konvergenz der Folge

49

Da z,, monoton wéchst, und x,, < exp(z) gilt, konvergiert die Folge (7.15), und

aus 7.16 folgt
lim z, < exp(x) .

n—oo
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9.3.6 *Untere Schranke
Aus (2, — Yn,m) = 0 fiir n > m (Schritt 9.3.4) folgt (wegen 7.16)

lim (z,, — Yn,m) = lim z, — lim y,,, > O,
n—oo n—oo n—oo
denn der Limes
m i 1—1
. . x v
lim y,.m,m = lim E — 1——
n— oo ’ n—oo Z! n
i=0  v=0

i=0 =0
m J,’i
= 2%
i=0
existiert. Also
m
. !
lim x, > g —
n—oo ’L!
i=0

und damit im Limes m — oo wegen 7.16

lim z, > exp(z)

n—oo

x

Ubungsaufgabe: Zeige lim,, o0 (1 — E)" existiert, sowie

lim (1—§)n- lim (1+f)n=1.
n

n—oo n n— oo

Bemerkung: Einen weniger miihevollen Beweis geben wir spéter in 16.7.2.
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9.4 Umordnen

Eine Umordnung einer Reihe oder Folge wird definiert durch eine bijektive Ab-
bildung

Aus der Bijektivitdt folgt insbesondere: Fiir alle N € N existiert ein M € N so,
dass gilt

a({0,1,2,....M}) 2 {0,1,2,...,N}

9.4.1 Umordnungssatz

Sei Y0 @y absolut konvergent. Sei a: NN eine bijektive Abbildung, und

Yn = ZTo(n)

die umgeordnete Folge. Dann ist ZZOZO Yn konvergent, und es gilt

oo o0
§ Yn = § T
n=0 n=0

m
Beweis Umordnungssatz: Die Partialsummen s,, = Y x, konvergieren.
n=0

Teil 1:
Nach dem Cauchykriterium gilt weiterhin Ve > 0 3N = N(g) € N mit?
m

> Jail

i=n

N<n<m — <e

Teil 2:

Es existiert dann ein M = M (e, N), so dass gilt
a({0,1,...,.M}) 2 {0,1,...,N}
insbesondere daher wegen y; = T4 ()

g, %1,.-.,xn  eine Teilfolge von  yo,...,ynm

2aufgrund der absoluten Konvergenz
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Teil 3:

Sei nun m > M = M(N,e) beliebig. Bezeichne §,, = yn die Folge der
n=0

Partialsummen der umgeordneten Reihe. Dann gilt?

Zynfzxn

18m — sm| =

n=0 n=0
K
!
= § EiT;
i=N+1

Hierbei sind ¢; € {—1,0,1} geeignete Zahlen und K = K (e, N,m) > N + 1 ist
eine geeignete natiirliche Zahl.

Teil 4:

Aus der Dreiecksungleichung folgt daher

K
|8m — sm| < Z leil |zl
i=N+1€{170}
K
< D fml <«
i=N+1

wegen K > N +1 > N = N(¢) und Schritt 1. Also ist §,, — s, eine Nullfolge.

Teil 5: Schluf} des Beweises

Da s,, konvergiert, und da 3,, — s,,, eine Nullfolge ist (Schritt 4), liefert §,, =
(8m — Sm) + Sm im Limes m — oo die Konvergenz von §,, mit dem Limes

lim 3, = lim s,
m—00 m—0oQ

9.4.2 Zerlegungssatz

Gegeben sei eine Folge x,,. Sei N = I; U I eine disjunkte Zerlegung in zwei
unendliche Teilmengen. Dann existieren Bijektionen v : N = I; und p: N 2 [,.
Jede Wahl von v und p definiert eine Umordnung y2; = ;) und ya2i+1 = 7,()
der Folge x,,.

Ist >, absolut konvergent, dann kann man auf Grund des Umordnungs-
satzes anstelle von Y .oz, auch Y. .z, schreiben. Die umgeordnete Reihe
konvergiert gegen

neN

dowit )

i€l Jj€El2

3Hier benutzen wir, dass der Umordnungssatz fiir endliche Summen in jedem Korper gilt.
Dies zeigt man durch Induktion nach der Zahl der Summanden mit Hilfe des Kommutativge-
setzes und des Assoziativgesetzes. Ubungsaufgabe!
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(beide Reihen konvergieren absolut) und dies ist wegen dem Umordnungssatz

gleich
S

neN

Ohne die Annahme der absoluten Konvergenz ist diese Aussage im allgemeinen
nicht mehr richtig. Siehe Abschnitt 1.1.

Verschirfung: Mit derselben Methode kann man fiir eine absolut konvergente
Reihe sogar zeigen

D wi= > (> )
i=0 v=0 j€Il,

fiir eine disjunkte Zerlegung N = ]_[5020 I, in abzahlbar viele Teilmengen I,,.
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9.5 Die Faltungsreihe

Die Folge ¢, := > a; - b,—; nennt man die Cauchyfaltung der Folgen a,, und b,
i=0

und schreibt
cn = (a*xb), .

o0
Konvergieren 3.2 a; und Y772 bj absolut, dann konvergiert auch - (a *b)y,

n=0
absolut, und es gilt

Z(a*b)n = (Z CLi) . Zb]
n=0 =0 j=0

Beweis des Doppelreihensatzes: Aus den Folgen a; und b; definiert man eine
Doppelfolge

NxN-—->R
(i,j)»—>ai-bj.

N x N kann man mit den ganzzahligen Punkten im rechten oberen Quadranten
in der Ebene identifizieren. Wahlt man irgend eine Bijektion £ : N — N x N,
dann erhélt man durch die Zusammensetzung eine Folge

N——NxN

N

1.Wahl: Eine mogliche Wahl fiir £ ist gegeben durch den ‘Quadratweg’

.8 .7 .6
.3 .2 .5
.O .1 .4

Fiir diese Wahl von ¢ konvergiert die Reihe Z;O:o §~k absolut. Dazu geniigt die
Beschriinktheit von Zszo |€k|. Dies lisst dich nach oben abschétzen durch
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> |ail|b;

(4,5) € geniigend grofes Quadrat

Oberkante des Quadrats Oberkante des Quadrats
= > lag| | - > ;1]
i=0 j=0
< D lail Yo 1byl
i=0 j=0

Thr Grenzwert Zg:o Ek ist der Grenzwert der Folge der Partialsummen. Dieser
Grenzwert stimmt {iberein mit dem Grenzwert der Teilfolge

N
>
k=0

fiir
do = aobo
dl = a1b0 + a161 + a0b1
dy = agby + azbi + az2bs + a1by + agbs

usw. Diesen Grenzwert 70 & = Y re, di kann man wie folgt berechnen:

N
Jim (Z dk> = lim ST aib
k=0 iy

N—oc0

Distribu:tivgesetz lim i ai> ) ibﬂ'

=0 7=0
oo 00
= Z a; - Z bj
=0 7=0

2.Wahl: Analog definiert man eine Bijektion n : N — N x N mit Hilfe des
‘Dreieckswegs’

J
.5 .8
.2 .4 .7
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sowie eine zugeordete Folge 7 : N — R. Die Reihe > .-, 7% konvergiert al-
so nach dem Umordnungsatz, und hat denselben Grenzwert wie ZEOZO &g Die
Umordnungsabbildung ist « =771 o ¢

Andererseits gilt Y7 o 7k = Y pe o Ck, da die Partialsummenfolge Y_)_ ¢ eine
Teilfolge der konvergenten Partialsummenfolge Y, 7 ist. Es folgt

[eS) oo [eS)
E a; - E bj = E Ck
i=0 7=0 k=0

wie behauptet.

und b; = u gilt nach dem Binomialtheorem

z’
il 7!

Beispiel: Fiir a; =

n 7 n—i n
B e _(z+y)
C"'fzﬁ(n—i)!f nl
=0

Daraus folgt wegen 9.5 die

9.5.1 Funktionalgleichung der Exponentialfunktion

’exp(a: +y) = exp(z) - exp(y) ‘
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Exkurs in die Lineare
Algebra

10.1 Der n-dimensionale R-Vektorraum
Der Vektorraum R™ ist wie folgt definiert:

R" ={(x1,...,zn)|x; €R, i =1,.,n} .
Fiir x € R" ist die Multiplikation mit einem Skalar A € R erklért

Ar = AMz,...,zy)
= (Az1,..., z,) .

Sei z := (z1,...,2,) € R" und y := (y1,...,yn) € R™ Dann ist die Summe
erklart durch

x4+y = (z1,...,20) + W1, -, Yn)
= (x1+y17'--7xn+yn)

10.2 Das Skalarprodukt

Sei x := (z1,...,2,) € R* und y := (y1,...,yn) € R™. Dann ist das Skalarpro-
dukt (x,y) eine reelle Zahl erklért durch

=1

10.3 Definition der Norm

Es sei © € R™. Die Norm ||z| = |z

g» von x ist definiert durch

2l = w/(z,2) ]

o7
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Anmerkung: In einer der Ubungsaufgaben haben wir gesehen, dass fiir jede reelle
Zahl k > 0 eine reelle Zahl n > 0 existiert, mit n? = k. Die einzigen Losungen
der Gleichung 22 = s sind dann 2 = £7. Man nennt =, /s die positive
Wurzel aus x, und —n =_ /k die negative Wurzel aus k. Fiir k = 0 stimmen
beide Wurzeln iiberein.

Wegen

n

(z,z) = ZI? >0

i=1
ist also ||z|| wohldefiniert und

10.3.1

Es gilt ||z|| > 0 fiir alle x € R™, und ||z|| = 0 genau dann wenn z = 0.

Anschaulich ist ||z|| die Linge des Vektors x, was man sich leicht mit Hilfe des
Satzes von Phythagoras klar machen kann.

10.3.2 Eine triviale Abschitzung
Fir z = (x1,..,x,) gilt
max ([z;]) <zl < Vi max () -

Dies sieht man sofort durch Quadrieren!

10.4 Schwarz’sche Ungleichung

Fiir alle z,y € R™ g¢ilt

[, 9)] < [J=]] - lyll] -

Beweisskizze: Entweder gibt es ein ¢ € R mit = ¢ - y (Proportionalitit!), dann
ist die Aussage trivial wegen

It-z|| = ¢ [l=|] , teR.
Oder x ist nicht proportional zu y. Dann gilt fiir alle t € R

n

0<llz—t-yll> = Y (z:—tys)* = [lall”> = 2t(x,y) + *||y|]
=1

wegen (z; — ty;)? = a? — 2tx;y; + t2y?. Sei nun obdA y # 0. Dann folgt

2 2t(z,y) | 2]

— > 0
yll? lyll?
2
t2 _ Qt(xvy) + z-y > (x,y)2 o ||1’||2
llyl[? [lylI* yll* Myl?

(t_(a?,y))2 o (@) — =] - Jlyll®

[lyl? lyll*
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Setzt man t = I(\GZ\?I}“ dann folgt (z,y)% — ||z]|* - ||y]|*> < 0.

10.4.1 Verschirfung

Dies zeigt sogar |(x,y)| < ||z|| - |ly||, wenn z,y nicht proportional zueinander
sind.

10.4.2 Dreiecksungleichung
Fiir alle x,y € R™ gilt

[l + il < |l +1lyll] -

10.4.3 Bild
x+y

Beweis der Dreiecksungleichung: Es geniigt ||z + y||? < (||z +yl||)? zu zeigen, da
beide Seiten der Dreiecksungleichung positiv sind. Also geniigt zu zeigen

o+ yl1* < ] + 2| 1yl + [lyl* -

Die linke Seite ist ||z][? +2 (z,y) +||y||? (siehe oben fiir t = —1). Also folgt die
gesuchte Dreiecksungleichung aus der Schwarz’schen Ungleichung

2-(z,y) < 2-lz(l-[lyll

Bemerkung: Aus der Dreiecksungleichung ||z|| = ||z +y —y|| < [z +y|| + | — v
und [|y|| = [| = || folgt nun

Izl = llyll < llz+yll < ll=ll + llyll -
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Metrische Riaume

Es sei X eine Menge und

d: XxX — R
(z,y) — dz,y)

Ein solches Paar (X, d) heifit metrischer Raum, wenn gilt

1. d(z,y) 2 0 fir alle z,y € X und d(z,y) =0z =y

d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)

W

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) fir alle z,y,z € X (Dreiecksungleichung)

11.0.4 Beispiel

Der Euklidsche Raum X = R” ist eine metrischer Raum beziiglich der Euklid-
schen Metrik d(z,y) = ||z — yl|.

Beweis: Die Symmetrie folgt aus || — z|| = ||z||. Die Dreiecksungleichung folgt
aus 10.4.2, die erste Eigenschaft aus 10.3.1.

Konvention: Wir werden im folgenden oft von dem metrischen Raum R oder R™
sprechen, ohne d explizit zu nennen. In diesen Féllen ist stillschweigend immer
die Euklidsche Metrik gemeint.

11.0.5 Einschrinken einer Metrik

Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y C X eine beliebige Teilmenge. Dann ist
(Y, d) wieder ein metrischer Raum.

11.1 Cauchyfolgen

Eine Folge x,, € X heifit Cauchyfolge im metrischen Raum (X, d), falls gilt:

Ve>03INeN (n,m>=2N=d(z,, zm) <¢).

61
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11.2 Konvergente Folgen
Eine Folge x,, € X heiflt konvergent im metrischen Raum (X, d) falls gilt:

JreXVe>03INeN (n>N = d(z,x,) <e¢).

Wie im reellen Fall zeigt man nun

e Der Grenzwert x einer in (X, d) konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt,
und man schretbt
r= lim z, ,
und d(z,,x) ist eine reelle Nullfolge.
e Jede in (X,d) konvergente Folge ist eine Cauchyfolge in (X,d).

e Jede Cauchyfolge in (X,d) ist beschrinkt in (X, d), das heisst: Es gibt ein
C € R mit d(xz,,xo) < C fiir alle n € N.

Die Beweise iibertragen sich wortlich.

11.3 Vollstindige metrische Riume

Ein metrische Raum (X, d) heisst vollstiindig, wenn jede Cauchyfolge in (X, d)
in (X, d) konvergiert.

Beispiel: Der Euklidsche Raum R™ ist vollstdndig. Dies folgt leicht aus der fol-
genden

Ubungsaufgabe: Eine Folge von Punkten konvergiert im R™ (ist eine Cauchyfolge
im R") genau dann wenn die n Koordinatenfolgen in R konvergieren (bzw.
Cauchyfolgen in R sind).

11.4 Abgeschlossene Teilmengen

Eine Teilmenge

A C X

eines metrischen Raumes (X, d) heisst abgeschlossen, falls fiir jede konvergente
Folge z,, in (X,d), deren Folgenglieder x,, in A liegen, gilt:

lim z, € A

n—oo

Beispiel: Ein abgeschlossenes Intervall A = [a, b] ist eine abgeschlossene Teil-
menge des metrischen Raumes R. Siehe 7.16.



11.5. FOLGENKOMPAKTHEIT 63

11.4.1

Ist A C X eine abgeschlossene Teilmenge des vollstindigen, metrischen Raum
(X, d), dann definiert die Finschrinkung der Metrik d auf A einen vollstindigen
metrischen Raum (A, d).

Beweis: Ist x, eine Cauchyfolge in (A,d), dann ist x,, auch eine Cauchyfolge
in (X,d). In (X,d) konvergiert daher die Folge x,, gegen einen Grenzwert x =
lim,, o0 5, da (X, d) vollsténdig ist. Da A abgeschlossen in (X, d) ist, gilt « € A.
Man sieht dann sofort aus der Definition: x,, konvergiert gegen x in (A, d).

11.5 Folgenkompaktheit

Ein metrischer Raum (X, d) heifit folgenkompakt, wenn jede Folge x,, € X eine
in (X, d) konvergente Teilfolge besitzt.
Beispiele:

e X = [a,b] mit der Euklidschen Metrik. (Siche 7.14).

e Jeder Quader X = [, [a;,b;] im R™ mit der Euklidschen Metrik.

Offensichtlich ist jede abgeschlossene Teilmenge eines folgenkompakten metri-
schen Raumes wieder folgenkompakt (mit der eingeschriinkten Metrik).

11.5.1 Hinweis

Offene Intervalle in R mit der Euklidschen Metrik sind nicht folgenkompakt,
ebensowenig wie R selbst, denn die Folge z,, = n besitzt keine konvergente
Teilfolge.
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11.6 Der Banachsche Fixpunktsatz

Eine kontraktive Selbstabbildung f eines vollstindigen metrischen Raums (X, d)
in sich, besitzt einen eindeutig bestimmten Punkt' ¢ € X mit der Figenschaft

fe)=¢.

Zur Bezeichnung: Eine Abbildung f : (X,dx) — (Y,dy) zwischen metrischen
R&umen heisst kontraktiv, wenn es eine reelle Zahl

k<1
gibt mit der Eigenschaft
dy (f(x). f(2) < k- dx (x,2")

fiir alle z, 2" € X.

11.6.1 Beweis der Eindeutigkeit

Wiiren € # ¢ € X Fixpunkte. Dann folgt aus d(&,€') > 0 und
d(&,&) = d(f(€),f(§)) < r-d(&¢)

ein Widerspruch.

11.6.2 Beweis der Existenz

Wir wéhlen ¢ € X beliebig und setzen

r1 = f(xo)
vy = f(r1)

Beschrinktheit der Folge
Aus der Dreiecksungleichung folgt durch vollstéindige Induktion
d(zo, zpn) < d(zo, 1) + d(z1,22) + oo + d(Tp 1, T0) -
Also
d(xo,2,) < d(20,21) + Kd(x0, 21) + K2d(20,71) + ... + K" (20, 21)
wegen der Kontraktivitit. Z.B.
d(z2,w3) = d(f(z1), f(22))

< Kk-d(xp,x2)
K- d(f(x0), f(21)) < &2 - d(x0,21)

lgenannt Fixpunkt
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1
Wegen |k| < 1 und 1= 1+ &+ &%+ ..., 2erhilt man
—K

d(£07 xl)
1—x

N

d(xo,zp)

Cauchykonvergenz

Die Folge z,, ist eine Cauchyfolge in (X, d): Sei oBdA n,m > 1 und wegen der
Symmetrie von d(.,.) obdA n < m. Dann gilt

d(TpyTm) = d(f(xn-1), f(Tm-1))

g K'd(xn—l);zm—l) )

und durch Iteration:

d(Xn, Tm) < K" -d(xo,Tm—n)

Aus der oben gefunden Schranke folgt daher

n Az, 1)

d(Tp,Tm) < K T—r

Da fiir eine beliebige Konstante C' die geometrische Folge ™ - C' eine Nullfolge
ist, gilt daher

Ve > 03N (N <n<m= d(z,,Tm) <5) )
Also ist z,, eine Cauchyfolge in (X, d).

Konvergenz

Da X vollsténdig ist, konvergiert die Folge x,, in (X, d). Sei

(= lim z,
n—oo

der Limes der Folge z,,.

Fixpunkteigenschaft
Aus der Dreiecksungleichung und der Kontraktivitat folgt fiir alle n € N
0 < d(€, () < d(&,20) + A, F(€)) < dlEwn) + - d(n_1,€)
Bildet man auf der rechten Seite den Limes n — oo, so folgt
0<d& f(€)<0+k-0=0.
Also d(&, f(£)) = 0. Das heisst f(&) =¢.

2siche geometrische Reihe
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11.7 *Das Newton Verfahren

Es gilt
exp(0) =1.

Sei n € R gegeben. Wir suchen dann eine Losung ¢ der Gleichung
exp(§) =1+17.

Wir wollen zeigen, dass fiir alle |n| < 0.18 eine solche Losung £ existiert.

Eine Hilfsfunktion: Betrachte dazu die reellwertige Hilfsfunktion

flx)=z—exp(x)+1+n

auf dem Intervall X = [—%, %] C R. Das Intervall X ist ein vollstédndiger me-

trischer Raum beziiglich der Euklidschen Metrik. Die Abbildung f : X — R ist
eine kontraktive Abbildung von (X, d) nach R

d(f(:f),f(?J)) SK,d(Q?,y) ) $ay€X

fiir K = exp(3) — 1 = 0.64... < 0.65. Dies folgt aus der Monotonie von exp (siehe
Ubungsaufgaben) und der nachfolgenden Hilfsrechnung 11.7.1.

Behauptung:

e f bildet X in sich ab, fiir |n| < 15=.
o f:(X,d) — (X,d) ist kontraktiv

Die zweite Bedingung folgt aus d(f(z),0) < d(f(z), f(0)) + d(f(0),0) < & -

Fixpunktgleichung:

§=1E) = §=¢—exp(§)+1+4n = exp(§)=1+7.
Somit zeigt der Fixpunktsatz im vorliegenden Fall:
11
0.82,1.18] C -, =
082,118 € e ([-3,5])
Der Beweis des Fixpunktsatzes war konstruktiv, und liefert ein schnell konvergie-

rendes, und leicht zu programmierendes Computerprogramm zur Bestimmung
des Logarithmus & = log(1 + 7).
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11.7.1 Hilfsrechnung

Fiir die reelle Funktion f(z) =1+ 2z — exp(x) + n , definiert auf ganz R, gilt fiir
alle z,y € R

@) i) = - Tyl
n=2 n=2

= —

2 n.
B i( _(E) yn—l _~_yn—2x+.“+xn—1
N Y n!

n=2
B ( _x) 0 yn—l +yn_2$+...+$n_1
- ¥ n!

n=2

Also wegen der Dreiecksungleichung

e n—1 n—2 n—1
Y +y r+..+x
Iy—x\-Z’ ‘

A, f) < 2
n=2 :
e . x n—1
< |y7£€‘ Z n-ma (Lf'|7|y|)
n=2 ’

= Jy—al- (=1 + exp(max(fe], |y)))

d(z,y) - (=1 -+ exp(max(|zl. y)))
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Kapitel 12

Stetige Abbildungen

Eine Abbildung f : (X,dx) — (Y, dy) zwischen metrischen Réumen heisst stetig
auf (X, dx), wenn die Abbildung f mit beliebiger Limesbildung! , vertauscht”

f(lim x,) = lim f(z,)

n—oo n—o0

12.0.2 Variante: Stetigkeit im Punkt &

Die Abbildung f : (X,dx) — (Y, dy) zwischen metrischen Riumen (X, dx) und
(Y, dy) heisst stetig im Punkt £ € X, falls fiir alle Folgen z,, € X gilt

’xn — & impliziert f(z,) — f(§) ‘

Anders formuliert: f: (X,dx) — (Y, dy) ist stetig im Punkt £ € X, falls gilt

lim f(zn) = f(lim z,)

Tp—E Tn—E&

Offensichtlich ist f : (X,dx) — (Y,dy) stetig genau dann, wenn f stetig in
allen Punkten £ von X ist.

12.0.3 Beispiele
Die folgenden Abbildungen sind stetig:
1. Die identische Abbildung idx : (X,dx) — (X, dx) definiert durch

dx(z) =z .

2. Die konstante Abbildung f : (X,dx) — (Y, dy), definiert durch f(z) = yo
(fiir einen festen Punkt yo von Y).

1Insbesondere fiihrt f konvergente Folgen in konvergente Folgen iiber. Erinnert an die
Eigenschaft linearer Abbildungen mit Addition und Skalarmultiplikation zu vertauschen.
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3. Die Projektion p; : R — R auf die i-te Koordinate
(x(1),2(2),...,z(n)) — x(i) .
4. Kontraktive Abbildungen sind stetig.

5. Sei (X,dx) ein metrischer Raum, 2y € X ein beliebiger Punkt. Dann ist

f(x) = d(z, z0)
stetig auf (X, d) mit Werten in R.

(Also fir X =R, 2o = 0 ist die Abbildung f(x) = || stetig auf R).

Beweis: 1) Fiir die Identitét ist die Aussage trivial. 2) Fiir die konstante Abbil-
dung ebenfalls, da die konstante Folge immer konvergiert. 3) Nur zur Projekti-
onsabbildung: Nach einer Ubungsaufgabe (benutze 10.3.2) konvergiert eine Folge
von Vektoren in R™ genau dann, wenn ihre n Koordinatenfolgen konvergieren.
Dies impliziert die Stetigkeit der Koordiantenprojektionen. 4) Ist f kontraktiv,
dann folgt aus x, — £ insbesondere 0 < d(f(zn), f(§)) < k- d(zn,&) — 0. Also
f(zn) — f(&). (Fir das Argument wird x < 1 nicht bendotigt). 5) Es geniigt
fiir f(z) = dx(z,2") zu zeigen dy (f(z), f(2')) < dx(z,2’) wegen 4) mit k = 1.
Dies folgt aber aus der unteren Dreiecksungleichung

12.0.4 Untere Dreiecksungleichung

In einem metrischen Raum (X, dx) gilt fir alle z,2',z € X

[ldx (x,2) — dx (2, 2)| < dx(x,2)

Beweis: Es gilt dx(z,2) < dx(z,2') + dx(2', 2), also dx(z,2) — dx(2/,2) <
dx(z,z'). Da die rechte Seite symmetrisch in z, 2’ ist und positiv, folgt durch
vertauschen von z und 2’ daher |dx (z,z) — dx(2/, 2)| < dx(z, ).

12.1 Komposition

Die Komposition stetiger Abbildungen ist stetig: Ist f stetig im Punkt £ und ist
g stetig im Punkt f(£), dann ist g o f stetig im Punkt .

Beweis: Seien f: (X,dx) — (Y,dy) und g : (Y,dy) — (Z,dz) stetig. Dann gilt
fiir jede in (X, dx) konvergente Folge x,, — &

Da g stetig ist, gilt wegen y, — 1 in (Y, dy)

9(yn) = (g0 f)(@n) = g(n) = (g0 f)(&) -
Also folgt (go f)(xn) — (go f)(&) aus z,, — £. Somit ist g o f stetig.
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12.2 Weitere Permanenzeigenschaften

Fiir stetige, reellwertige Funktionen
fr9:(X,dx) — R
und £ € X st
o f+ g stetig
o f.g stetig
° 5 stetig in &, falls gilt g(&) # 0.

Beweis: Wir beschrinken uns auf den ersten Fall. Die anderen Beweise sind
dhnlich. Fiir x,, — £ ist zu zeigen

(f +9)(n) = (f +9)(&)
das heisst f(z,) + g(zn) — f(§) + g(§). Dies folgt aber sofort aus 7.8.1

nlggo(f(mn) +9(zn)) = HILH;O f(zn) + nlggo 9(zn)

12.2.1 Polynome sind stetig
Jedes Polynom

n
P(z) = Z ai - '
i=0
mit reellen Koeffizienten ag, .. .,a, € R definiert eine stetige Funktion R — R.

Beweis: Satz 12.1 + 12.2

12.2.2 Gebrochen rationale Funktionen
Seien P(x),Q(z) Polynome, und Q(z) habe keine Nullstelle im Intervall [a, b].
Dann ist die gebrochen rationale Funktion

P(z)

Q)

stetig auf [a, b].

12.2.3 Die Exponentialfunktion

Die Funktion exp : R — R ist stetig (ebenso die Funktion exp : C — C definiert
durch z — 300 Z5).

Beweis: Wegen exp(z) = exp(z — &) - exp(§) ist exp = go f fir f(x) =z — &
und ¢(y) = ¢ - exp(y) fiir die Konstante ¢ = exp(£). Um die Stetigkeit von exp
im Punkt x = £ zu zeigen, geniigt es daher die Stetigkeit von g im Punkt y =0
zu zeigen (benutze 12.1). Es geniigt daher die Stetigkeit von exp im Punkt Null
Zu zeigen.

Auf T = [-0.5,0.5] gilt exp(z) = 1 + 2 — f(x) fiir eine kontraktive Funktion
(11.7). f ist daher stetig auf I (12.0.3), also auch exp(x) (12.2). Somit ist exp(z)
stetig im Punkt Null.
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12.3 Der Nullstellensatz

Sei f: [a,b] — R stetig mit

(oder umgekehrt). Dann existiert eine Nullstelle & von f im Intervall [a,b].

Beweis: Die Menge
Xy ={zela,b]|f(z) <0}

ist als Teilmenge von R nach oben beschrénkt durch den Punkt b. Somit existiert
das Supremum

& =sup(Xy) .
Wegen f(b) >0 gilt b & Xy. Also £ < b.

Suprema: Nach Konstruktion des Supremums (siehe 8.1) existieren dann Folgen
G, by, so dass gilt

oan/§ anEXf

® bn N\ ¢ £ <bn & Xy

Stetigkeitsbetrachtung: Aus der Stetigkeit von f folgt

f(&) = f( lim ay) .

n—oo

Wegen f(a,) < 0 folgt daraus f(£) < 0. Ebenso gilt

f(&) = f( lim by)

n—oo

und wegen f(b,) > 0 folgt daraus f(§) > 0. Also gilt f(§) =0, d.h. £ € [a,b] ist
eine Nullstelle von f.

12.3.1 Zwischenwertsatz

Fine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt jeden Funktionswert n zwischen f(a)
und f(b) an.

Dies folgt, in dem man den Nullstellensatz auf die stetige Funktion f(z) — n
anwendet.

12.3.2 Folgerung

Die Exponentialfunktion definiert eine bijektive stetige Abbildung

exp: (R, +) —= (R%,,")
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Dies induziert wegen der Funktionalgleichung einen Isomorphismus zwischen
der additiven Gruppe? (R.4) und der multiplikativen Gruppe (R%,-). Die Um-
kehrfunktion ist die Logarithmus Funktion

’log: R;O—HR‘.

Beweis: Die Exponentialfunktion ist streng monoton: exp(z) < exp(y) fir x < y
(siehe Ubungsblatt). Also ist die Abbildung exp injektiv. Fiir z > 0 ist nach
Definition exp(z) = ", %l > 14 > 0. Somit ist auch exp(—z) = exp(z)~! > 0
(Funktionalgleichung). Also liegen die Werte in Rsq. Um zu zeigen, dass Rsq
das Bild ist, geniigt es (wegen demselben Argument) zu zeigen exp([0,00)) =
{y € R |y > 1}. Wegen exp(0) = 1 folgt dies aus dem Zwischenwertsatz, denn

exp(z) = 1+ x nimmt beliebig grosse Werte an fiir > 0.

12.3.3 Information

Wegen exp(z) exp(—z) = exp(0) = 1 nimmt die Exponentialabbildung nie den
Wert Null an. Wie wir spéter sehen werden, ist die Abbildung

exp: C — C*

surjektiv, aber nicht injektiv! (Siehe 15.2. Beachte w € C* hat die Form w = r-z
mit r = Jw| € Ryp und z = fwr = 2 + iy und 22+ 4% =1).

12.3.4 Bemerkung

Genauso wie in Abschnitt 12.3.2 zeigt man mit Hilfe der Bernoulli Ungleichung,
dass die streng monotone Funktion x +— z™ (fiir natiirliches n > 1) eine Bijektion
definiert von [0, 00) auf [0, 00). Die Umkehrfunktion nennt man {/x.

Ubungsaufgabe: {/z = exp(Llog(z)) fiir alle z > 0.

12.3.5 Bemerkung

Genauso wie in Abschnitt 12.3.2 zeigt man:

FEine streng monotone Funktion f : [a,b] — R definiert eine bijektive Abbildung
f :[a,b] — [f(a), f(b)], welche eine Umkehrfunktion f=* : [f(a), f(b)] — [a,b]

besitzt.

2Fiir den Begriff der Gruppe siche die Vorlesung LA
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12.4 Das Epsilon-Delta-Kriterium

Eine Funktion f : (X,dx) — (Y,dy) ist stetig im Punkt £ € X genau dann?,
wenn gilt:

(+) |Ve>035>0 (dX(x,f)<5:>dy(f(x),f(§))<€)

Man kann dies geometrisch interpretieren: Die offene Kugel
K5(&) ={zr € X | dx(z,§) <4}
vom Radius 6 um den Mittelpunkt & wird in die Kugel K.(f(£)) abgebildet:
[ Ks(8) — Ko (f(8)) -

Beweis (*) impliziert Stetigkeit in &: Es gelte (k). Fiir eine konvergente Folge
xn — & miissen wir zeigen f(x,) — f(£). Fur € > 0 wihle 6 = d(¢) wie in (x).
Wegen z,, — & existiert ein N = N(§) mit dx (x,,§) < 0 fiir n > N(J). Dann
gilt wegen (x)

dy (f(zn), f(§)) <& fallsn > N(d(e)) -
Das heisst f(z,) — f(£). Somit ist f stetig im Punkt &.

Beweis Stetigkeit im Punkt £ impliziert (*): Sei f stetig in £&. Wir fiihren einen
indirekten Beweis, um (*) zu zeigen. Wire (x) falsch, dann gilt

Je=ep > 0V5 > 0 Jug (dx(x(;,f) < & und dy (f(zs), f(£)) > 50) .

Wir wihlen § = % und schreiben dann x,, anstelle von zs. Wegen dx (z,, ) < %
folgt dann die Konvergenz z,, — £. Wegen der Stetigkeit von f im Punkt £ folgt
daraus dann

fan) — f(8)
im Widerspruch zu dy (f (), f(§)) = €0 > 0 fiir das feste g9 > 0.

12.4.1 Folgerung

Eine unmittelbare Folgerung aus 12.4 ist: Die Umkehrfunktion

F7H (@), f(0)] = la,b]

einer strikt monotonen stetigen Funktion f : [a,b] — R ist stetig* .

3Dieses Kriterium ist oft niitzlich, um die Stetigkeit einer gegebenen Funktion nachzuweisen

4 Allgemeiner gilt: Ist f : (X,dx) — (Y,dy) eine stetige bijektive Abbildung, und ist
(X, dx) folgenkompakt, dann ist die Umkehrfunktion £~ : (Y,dy) — (X, dx) stetig. Beweis:
Sei yn, — 7 eine konvergente Folge in (Y,dy ). Sei x,, = f~1(y,) die Urbildfolge in (X,dx).
Angenommen x,, konvergiert nicht gegen & = f~1(n). Dann existiert ein &9 > 0 und eine
unendliche Teilfolge Zn mit dx (Zn,§) > €o0. Da (X, dx) folgenkompakt ist, kann man zu einer
konvergenten Teilfolge Z,, {ibergehen. Jede konvergente Teilfolge &, — &, hat die Eigenschaft
f(@n) — f(§), da f stetig ist. Da aber f(Zy) eine Teilfolge von y, ist, gilt f(§) = n. Also
€= f"1(n) =& Aber dx (€,€) = limy, dx (&, &n) = o > 0. Ein Widerspruch. Also konvergiert
2, gegen &. Das heisst, f~1 ist stetig.
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12.5 Gleichmaissige Stetigkeit

Eine Funktion f : (X,dx) — (Y, dy) heisst gleichméssig stetig, wenn gilt

() |V=>036>0V6e X (dx(w,€) <6 = dy(f(2), f(€)) <e)

Eine gleichmaéssig stetige Funktion ist offensichtlich stetig. Die Umkehrung gilt
im allgemeinen nicht. Jedoch gilt fiir folgenkompakte Réume die folgende Aus-
sage

12.6 Stetig versus gleichméflig stetig

Ist (X,dx) folgenkompakt, dann ist jede stetige Funktion f : (X,dx) — (Y,dy)
gleichmdssig stetig.

Beweis: Wir fiihren wieder einen Widerspruchsbeweis. Wiire die Aussage falsch
(wire f also nicht gleichmiBig stetig), dann wiirde gelten

Je = o > 0 V0 3¢5 s (dX(zé,g(;) < 5 und dy (f(xs), f(&)) = 50) .

ObdA setzten wir wieder § = % und benennen x5 und s um in x, und &,. Da
(X,dx) folgenkompakt ist, kann man durch (zweimaligen) Ubergang zu einer
Teilfolge die Konvergenz in (X, dx) annehmen

Ty —x , & —E&.
Daraus folgt wegen der Stetigkeit von f dann in (Y, dy)

flen) = flx) o F&n) = FE) -

Nun gilt wegen dx(xn,&,) < %L (dies gilt auch fiir die Teilfolgen!) und der
Dreiecksungleichung 0 < dx (z, &) < dx (2, xn)+dx (zn, &) +dx (&, €) im Limes
n — oo dann dx(z,&) = 0. Also

r=E£.

Daraus folgt f(z) = f(£), und wegen der Dreiecksungleichung

Im Limes n — oo ist die rechte Seite als Summe von zwei Nullfolgen eine
Nullfolge. Also

lim_dy (f(2n), f(§)) =0 .

n—oo

Dies steht im Widerspruch zu dy (f(xy,), f(£,)) = €0 > 0.
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12.7 Maxima und Minima
Jede stetige reellwertige Funktion
Ji(Xd) — R
auf einem folgenkompakten metrischen Raum (X,d) ist
1. gleichmdfig stetig
2. f beschrinkt

3. und nimmt thr Mazimum und Minimum an.

Im wichtigsten Fall ist spiter X = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall.

Beweis: Teil 1. Wurde in 12.6 gezeigt. Teil 2. Wére die Funktion f nicht nach
oben beschriankt, wiirde eine Folge x,, € X existieren mit

flzn) =n

fiir alle n € N. Da (X, d) folgenkompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge
T, — x. Da f stetig ist, folgt

lim f(z,) = f(x).

n—oo

Aber f(&,) > n wichst iiber alle Schranken. Ein Widerspruch!

Teil 3. Da f nach Teil 2 nach oben beschrénkt ist, existiert das Supremum

y = sup(f(X)) , f(X)={f(z)]zeX}

der Menge f(X) C R. Nach unserer Konstruktion des Supremums einer be-
schrinkten Menge existiert eine Folge x,, € X mit

Da f stetig, erhélt man nach Ubergang zu einer konvergenten Teilfolge #,, — x
(Folgenkompaktheit)

y= lim y, = lim f(Z,)= f(lim z,) = f(z) .

n—0oo n—00 n—oo

Also liegt y = f(«) im Bild von f. Somit ist y das Maximum der Funktion f.

Bilder von abgeschlossenen Intervallen

Kombiniert man den letzten Satz mit dem Mittelwertsatz, so erhélt man

Korollar: Das Bild eines abgeschlossenen Intervalls [a,b] unter einer stetigen
Abbildung f : [a,b] — R ist ein abgeschlossenes Intervall.



Kapitel 13

Integration

Wir fixieren ein Intervall I = [a,b] und eine beschrénkte Funktion
filab] — R
Eine Zerlegung Z = {zg,...,z,} des Intervall ist gegeben durch Punkte
a=xg<21<...<2.=b,

welche Teilintervalle I; = [x;_1, z;] der Linge I(I;) = x; — x;—1 definieren.

Verfeinerungen: Eine Zerlegung Z' heisst Verfeinerung von Z, wenn gilt Z C Z'.
Offensichtlich gibt es zu je zwei Zerlegungen 77, Zs eine gemeinsame Verfeine-
rung Z, zum Beispiel

7 = Z,UZ

13.0.1 Ober/Untersummen

Wir definieren Obersummen O(Z, f) und Untersummen U(Z, f) beziiglich der
Zerlegung Z

T

02, f) = Y ILl-sup f(x)
i=1 zeli

Uz f) = 3 Ll jof f(2).

i=1
Da f nach Annahme eine auf I beschrénkte Funktion ist, existieren die Suprema
sup f(z) und Infima inf fx).
xel;

zel;

7
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13.1 Visualisierung der Ober/Untersummen

20 /

/

| sup

inf

Das Integral soll die Fldche ‘unter einer
Funktion’ beschreiben. Dazu approximiert
man die Funktion f durch Treppenfunk-
tionen fi, fo mit der Eigenschaft fi(z) <
f(z) < fo(x) fiir © € I. Die Sprungstellen
definieren eine Zerlegung Z. Fixiert man
Z, visualisieren die Treppenfunktionen f;
bzw. fo im Bild die ‘bestmogliche’ Ap-
proximation durch Treppenfunktionen mit
Sprungstellen in Z. Die Werte dieser Ap-
proximationen werden durch die Suprema
und Infima von f auf den Teilintervallen
der Zerlegung Z definiert. Die zugehorigen
Fléchen definieren die Untersumme bezie-
hungsweise Obersumme.

13.2 Offensichtliche Eigenschaften

1

2

L U(Z, ) <0(Z,f)
L UZ,f)<UZ, f) falls Z C 7'

L 0(Z',f)<O(Z.f) falls Z C Z'

. Fiir beliebige Zerlegungen 7, Z5 gilt U(Zy, f) < O(Za, f).

Beweis: Die ersten drei Aussagen sind evident. Die vierte Aussage folgt aus den
ersten drei Aussagen. Wihle dazu eine gemeinsame Verfeinerung Z' = Z; U Zs.

(2) (1) (3)
UZ,f) < UZ.f) < OZ,f) < O(Z,f).

Bei fester Wahl von Zj erhélt man eine nach oben hin beschrinkte Menge von
Untersummen.

13.2.1 Beachte

Aus Rechenregel (4) folgt die Existenz des Supremums sup U(Z7, f) mit der
Schranke sup U(Zy, f) < O(Zs, f) fiir beliebiges Zs. AnalZolg folgt die Existenz
von 1;12f O(;lg, f) mit der Eigenschaft

sup U(Zlaf) g inf O(Z27f)
Z1 Z3
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13.3 Integrierbare Funktionen
Eine beschrinkte Funktionen

filab] — R
heisst integrierbar auf dem Intervall I = [a, b], falls gilt:

sup U(Zy, f) = inf O(Zy, f)
Z Z3

Diesen Wert nennt man das Integral der integrierbaren Funktion f auf dem
Intervall [a, b]

[ f(x)dx

a

Das Epsilon-Kriterium:

Fine beschrinkte Funktion f auf [a,b] ist genau dann integrierbar, wenn gilt:
Fiir alle € > 0 existiert eine Zerlequng Z so, dass gilt

OZ.f)~UZf) < «.

Der Beweis dieses Kriteriums ist eine unmittelbare Folgerung aus der Definition.

Beispiel: Die konstante Funktion f(x) = 1 ist integrierbar auf [a, b] mit f; f(@)dx =
(b—a),denn U(Z, f) = O(Z, f) = (b— a) gilt in diesem Fall fiir alle Z.

13.3.1 Triviale Abschiatzungen
Nach 13.2 (2) und (3) folgt bei Wahl von Z = {a, b}
, (2) b 3)
(b—a)- inf f(x) < / flx)der < (b—a)- sup f(x).
z€la,b] a z€a,b]

Also
b
e (Monotonie) Gilt f(z) > 0 fiir alle « € [a,b], dann ist / f(z)dx > 0.

b

o | [ F@ds| < p-al s |5@)
J z€la,b]
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13.4 Stetige Funktionen sind integrierbar
Jede auf einem Intervall [a,b] stetige Funktion f ist integrierbar auf [a,b].

Beweis: Schritt 1. Jede stetige Funktion f ist beschrinkt auf [a,b] nach Satz
12.7. Damit ist diese notwendige Voraussetzung fiir die Integrierbarkeit bereits
erfiillt.

Schritt 2. Fiir die Integrierbarkeit von f geniigt es nach dem e-Kriterium zu
zeigen, dass fiir € > 0 eine Zerlegung zu finden mit

OZ,/)-UZ,f) < ¢
Wegen
0z.1)~U(Z.1) = Y 119+ (sup fia) — iuf )
=0 z€l; xzel;

<UL - Hllft?ir<sup flw) = inf f(a )>
=0

xel;

~ -0 max (sup f(0) - f J(0))

i=1,...,7 zel; x€el;

geniigt es fiir alle i = 0, .., 7 zu zeigen

sup f(z) — inf f(z) <

vel, z€l; a—b’

3

Der Einfachheit halber nehmen wir jetzt a —b =1 an.

Schritt 3. Wir benutzen nun, dass jede stetige Funktion auf [a, b] gleichmé#Big stetig
ist (wiederum Satz 12.7). Sei Z irgend (!) eine Zerlegung mit |I;] < ¢ fiir alle 3.
Ist dann § > 0 gewihlt wie in 12.5 (xx), so folgt

|z — 2| <§ = |f(z) — f(2')| <e.
Dies Voraussetzung |z — | < § ist nach Wahl von Z fiir alle 2,2’ € I; (und alle

i) erfiillt. Es folgt

sup f(z) — inf f(z)] < e

zel; z

Also ist f integrierbar.

Eine Abschitzung
Seien f(x),g(z) stetig auf [a, b], und sei g(z) > 0 und |f(z)| < C, dann gilt

I/abf(x) 2)da| < c/bg

wegen f(z) < C = f C’ f(x))g(z)dr > 0 (benutze 13.3.1) und damit

f: f(x)g(x)dz < Cfa g(x)dz (benutze 13.5). Analog fiir die andere Unglei-
chung.
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13.5 Linearitit des Integrals

Seien f,g beschrinkt und integrierbar auf [a,b], seien a, 8 € R konstant. Dann
15t

h(z) = af(z)+ By(z)
beschrinkt und integrierbar auf [a,b], und es gilt

b

/b(af(x)wLﬂg(x))dx = Oé/f(x) da:+ﬁ/b9(ff) dzx

a

Beweis: Schritt 1. Fiir eine Zerlegung Z von [a, b] gilt
U(Z,af + Bg)

<
< O(Z,af + Bg)
< aO0(Z, f)+BO(Z,g)

(x) aU(Z,f)+BU(Z,9)

Die erste Ungleichung folgt dabei aus folgendem Hilfssatz (ohne Beweis)

a inf f(z) + 5 nf g(z) < inf (af +Fg)(2) .

Die zweite Ungleichung folgt aus 13.2; die dritte ist analog zur ersten.

Schritt 2. Wiihle nun Folgen von Zerlegungen Z resp. Z mit

b b
U(z.f) 7 / fdt . UZg) / o(t)dt
und \ ,
O(Z. )\, / fWde L Oz )\ / o(t)dt
Schritt 3.

e Man iiberlege sich, da man obdA Z = Z gewiihlt werden kann (gemein-
same Verfeinerung!)

e Die Ungleichungskette () verifiziert das e-Kriterium, und liefert im Limes
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13.6 Intervalladditivitat
Sei & € [a,b] ein Punkt und
fila,b] — R
beschrdinkt. Dann sind dquivalent:
1. f ist integrierbar I; = [a,&] und Iy = [, b]
2. f ist integrierbar auf ganz I = [a, b)

Sind diese dquivalenten Bedingungen erfillt, gilt die Additivitit:

b £ b
[t@de = [ f@ans [ 1@
a a £
b a
Zusatz: Setzt man formal [ f(z)dz = — [ f(x)dz, dann gilt dies fiir alle a, b, &.
a b

13.6.1 Beweis

Schritt 1. Fiir den Nachweis der Integrierbarkeit von f auf I, kann man sich dar-
auf beschrianken Zerlegungen Z von I zu betrachten, die den Punkt & enthalten
(mittels Verfeinerung !). Ist Z eine solche Zerlegung von I, dann gehort dazu
eine Zerlegung 71 von I; und eine Zerlegung Z5 von Is, und die Umkehrung
davon gilt auch. Unmittelbar aus den Definitionen folgt weiterhin

U(va):U(Zlvf)+U(Z27f) ’ O(Z7f):O(Zl’f)+O(Z2’f) .

Schritt 2. Aus (1) folgt (2). Nach Annahme existieren nach dem e-Kriterium
dann Zerlegungen Z; und Z5 von I; und I, mit

O(Zla f) - U(Zla f) <

N

Ist Z die zugehorige Zerlegung auf [a, b], folgt daraus wegen Schritt 1
OZ, ) =U(Z,f) =O0(Z1, ) + O(Z2, [) =U(Z1, [) = U(Z2, f) <e .
Dies impliziert auf Grund des e-Kriteriums die Integrierbarkeit von f auf I.
Schritt 3. Aus (2) folgt (1). Sei Z eine Zerlegung von I mit
OZ,f)-U(Z,f)<e.

Wegen Schritt 1 gilt dann O(Zy, f) — U(Z1, f) + O(Za, f) = U(Z1, f) < &, und
wegen O(Z;, f) — U(Z;, f) > 0 dann

O(Zi, f)-U(Zi, f) <e

fiir « = 1,2. Also ist f integrierbar auf I; und I (e-Kriterium). Aus der Formel
in Schritt 1 fiir die Untersummen folgt daraus die Additivitdt des Integrals durch
Limesbildung iiber Z.
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13.7 Definition - Differenzierbarkeit

Eine Funktion
F:la,b) — R , a<b

heift differenzierbar im Punkt £ € [a, b], falls fiir jede Folge x,, — & aus [a, b]
die Folge der reellen Zahlen

F(§) = F(xn)
Eil‘n

Qp, =

konvergiert, wobei nur angenommen wird:
o 1, # ¢ fiir alle n.

Es ist dann klar (Mischen der Folgen), dass der Grenzwert nicht von der Wahl
der Folge x,, abhéngt. Den somit wohldefinierten Grenzwert nennt man die
Ableitung F'(£) der differenzierbaren Funktion F' im Punkt &

n—0o0 5 — Tn

F heifit differenzierbar auf [a, b], falls F' in allen Punkte & € [a, b] differenzierbar
ist.

13.8 Der Hauptsatz (1. Version)

Sei f stetig auf [a,b]. Dann ist die Funktion

Hinweis

Dies ist eine nicht ganz vollstdndige Version des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung. Die vollstindige Formulierung des Hauptsatzes findet sich
in 14.8 (Seite 90) und besagt, dass die sogenannte Stammfunktion F(x) auf [a, b]
durch die Gleichung F'(z) = f(x) bis auf eine additive Konstante eindeutig
bestimmt ist.
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13.8.1 Beweis

Wiihle eine konvergente Folge x,, — £ mit x,, # £ fiir alle n. Dann ist

£ T € p a p 13 J
FQ) - Flag) _{1O%~ [SOd JIO@ JIO (g J IO

f_xn f_xn B f_xn f_xn

Zu zeigen ist nun im Limes n — oo

3
J f@t)de
e O
Kleine Umformung
£ 3
N Y RN (GRS
~~
n konst. Funktion En
Somit gilt
€ € 3
J 1yt [ ryde [ par
e GIEA E
S
— d
Linearitét mfn (f(t) f(ﬁ)) !
< .

Dies liefert die gewiinschte Abschétzung

f (PO = F©@)dt| oy, 16=aul- sup ()~ S

< : ye[mnag]
§—my "f - xn|
= sup |f(y) — f(&)|
yE[zn,€]
nz)oo 0 ,

denn f ist stetig im Punkt & € I: Es gilt also

Ve > 036 =o(e) ¥y (ly— €l <6 = Ifw) — F)l <) .

Aus n > N(9) folgt daher |z, — | < 0, und somit sup |f(y) — f(§)| <e.
y€[zn,€]
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Differenzierbare Funktionen

Sei nun f : [a,b] — R ein beliebige Funktion und sei a < b. Sei £ ein Punkt in
[a,b] und n eine natiirliche Zahl.

14.1 Definition - Ordnung

Wir schreiben f(z) = 0((90 — E)”) und sagen: f ist von der Ordnung klein n im
Punkt ¢ genau dann, wenn eine Funktion h existiert mit der Eigenschaft !

f(@) = (x =&)" - h(z)

so dass gilt
lim |A(x)] =0,

r—E

d.h. h ist stetig im Punkt z = £ mit h(§) = 0.

Intuitiv ausgedriickt: Man sollte sich vorstellen f(z) = o((z — &)™) bedeutet,
dass f(x) ‘etwas mehr’ als eine n-fache Nullstelle bei x = £ besitzt.

Beispiel: f(z) = (z — £)? ist o(z — &) aber ist nicht o((z — £)?).
Beispiel: f(z) = |z — |2 ist o(z — £) aber ist nicht o((z — £)?).
Bemerkung: Sind f, g von der Ordnung o((z — &)™), dann ist auch a- f+ - g

von der Ordnung o((z — §)™) fir «, 8 € R. Weiterhin: Aus f(z) = o((z — &)™)
und g(z) = o((x — &)™) folgt

f(@) - glw) = of (= €)"™)

Schliesslich gilt
f(@) % g(@) = o (z — minmm)) .

!Man kénnte dquivalent f(z) = |z — &|® - H(z) und lim,_.¢ |H(z)| = 0 fordern, denn
sign(x — &)™ ist eine beschrinkte Funktion und H(z) = sign(z — £)"h(z).
g9 g

85
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14.1.1 Eine Aquivalenzrelation

f(@) ~ g(2) 2 f(2) — g(2) = of(z — &)")

definiert eine Aquivalenzrelation. Uns interessiert nun vor allem der Spezialfall
n=1.

14.2 Tangenten

f heif3t linear approximierbar im Punkt £, wenn reelle Zahlen a,b € R existieren,
so dass gilt

f(x) ~g(x) = a+blz—§)
genauer:

fl@)—a—-blz—-¢&) =o(x—¢)

Bemerkung: Die Funktion g(x) = a + b(x — &) definiert eine Gerade. Ist f linear
approximierbar im Punkt &, dann sind a,b (das heisst die Geradengleichung)
eindeutig durch f und ¢ bestimmt. Man nennt dann die durch g(z) definierte
Gerade die Tangente von f(x) im Punkt &.

Begriindung: Fiir jede Gerade g(x) = ma + ¢, welche durch den Punkt (¢, f(€)),
besitzt die Funktion f(x) — g(x) eine Nullstelle bei x = £. Aber nur fiir die
Tangente g(x) besitzt die Differenz f(x) — g(z) ‘etwas mehr’ als eine Nullstelle
(im obigen Sinn). Das ist nicht schwer einzusehen. Gébe es zwei solche g;(z) =
a; + b;(xz — £), dann hitte auch die Differenz g1 (z) — g2(x) ‘etwas mehr’ als eine
Nullstelle bei = £. Wir lassen es als instruktive Ubungsaufgabe dem Leser,
nachzupriifen dass daraus a; = as und by = by folgt!

14.3 Hinweis

Es wird empfohlen vor dem néichsten Lemma sich die Definition von 13.7 (siehe
Seite 83) in Erinnerung zu rufen.

14.4 Differenzierbar versus linear approximier-
bar

Es sind dquivalent:

a) f(x) ist differenzierbar in & mit Ableitung f'(x)

f@-1O |,
b) Die Funktion f(x) = z =8 ist im Punkt £ stetig.
F'(©) w=¢

¢) f(x) ist linear approzimierbar im Punkt £ durch die Gerade

g9(x) = a+blz—¢&) = f(&) + (&) (x =8
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d.h.
f@)=f(&) + (&) (z =& +olz—¢)
Beweis: (a) = (b) Wegen (a) gilt
lim f(yn) = f/(g)
n—oo
fiir alle konvergenten Folgen ¥, — £ mit y,, # £ fiir alle n. Zu zeigen ist
lim f(z,) = f'(€)
n—oo
fiir alle Folgen x,, — £. Dies folgt aber sofort aus dem Hilfssatz und der Wahl
a= f(§) = (&)

Hilfssatz: Sei x,, eine Folge und y, — a eine konvergente Teilfolge mit Limes a.
Sind alle Folgenglieder, welche nicht in der Teilfolge y, liegen, gleich a, dann
gilt T, — a.

(b) = (¢): Aus der Definition von f(x) folgt

_ h(=)
f@) = £+ f1(O)x = &) + [f(x) = f'(E)(x ) .
o(z—§)
Dann ist h(x) := f(x) — f/(€) stetig in ¢ ist, da f nach Annahme stetig in € ist,
und h(§) = f(&) — f'(§) = 0. Dies zeigt (c).

(¢) = (a). Aus (c) folgt fiir eine im Punkt £ stige Funktion h(x) mit (§) =0
fan) = f(§)

und im Limes z,, — £, x, # £ ergibt sich Aussage (a)
limg—¢ 4f(a:£2 : g(f) = f'(¢)

wegen der Stetigkeit von h(z) im Punkt £ und der Eigenschaft h(§) =

14.5 Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit

Sei a < b und sei f : [a,b] — R differenzierbar im Punkt £ € [a,b], dann ist f
stetig im Punkt &.

Beweis: Sei x,, — £ eine konvergente Folge mit z,, € [a,b]. Dann konvergiert
wegen der Implikation (a) = (c) von 14.4

flzn) = f(€) + f/(g) (0 = &)+ H(zn) - |20 — €]

gegen f(£). Dies folgt aus den Permanenzsitzen fiir stetige Abbildungen, denn
h(z) und d(z,§) sind stetig im Punkt £. Es folgt damit die Behauptung.



88 KAPITEL 14. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

14.6 Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Seia < b und sei f differenzierbar auf [a,b]. Dann existiert ein Punkt £ € (a,b),
so dass gilt:

=1 _ g1

Bemerkung: Wie der Beweis zeigen wird, geniigt fiir die Schlussfolgerung bereits
die etwas schwiichere Voraussetzung, dass f(z) stetig ist auf [a, b] und differen-
zierbar ist in jedem Punkt £ € (a,b).

14.6.1 Visualisierung des Mittelwertsatzes

Der Satz sagt aus, dass es mindestens einen
Punkt im Intervall gibt, der die selbe Stei-
gung hat, wie die Sekante durch die beiden
Eckpunkte des Integrals.

Beweis im Spezialfall f(a) = f(b): Zu zeigen ist in diesem Fall 3¢ € (a,b) mit
f'(€) = 0. Aus den Annahmen folgt die Stetigkeit von f auf [a,b]. Also nimmt
f sein Maximum und Minimum auf [a, b] an, denn [a, b] ist ein folgenkompakter
metrischer Raum.

Wegen f(a) = f(b) tritt dann einer der folgenden Fille auf

e f = const, oder
e das Minimum wird in (a,b) angenommen
e das Maximum wird in (a,b) angenommen

Der Fall, wenn f konstant ist ist trivial. Wir kénnen daher obdA annehmen,
dass ein Extremwert von f in einem Punkt § € (a,b) angenommen wird. ObdA
(ersetze sonst f durch —f) sei f(&) im folgenden ein Maximum. Dann gilt

Linksseitiger Limes: Fiir jede linksseitige Folge z,, — £, d.h. mit der Eigenschaft
T, < &, gilt dann

>0
—
n—oo €— Ty

Da Zé#hler und Nenner positiv ist, gilt dann

>0.
é'fmn
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Somit gilt fiir den Limes
€ =0
Rechtsseitiger Limes: Wihle nun z,, — £ mit x,, > £. Dann gilt
f(&) — f(@n)
£—Tp
denn der Zihler ist positiv und der Nenner ist negativ. Somit gilt dann fiir den
Limes

<0,

fl¢) < o

Vergleicht man beide Resultate, so folgt f/(£) = 0, also die Behauptung des
Mittelwertsatzes in unserem Spezialfall, oder sogar etwas allgemeiner

Satz: Ist f : [a,b] — R eine differenzierbare Funktion, und £ € (a,b) ein lokaler
Extremwert von f bei &, dann gilt

fl©) =0

Beweis im allgemeinen Wir wollen nun die Annahme f(a) = f(b) = 0 fallen
lassen. Wir betrachten dann die Hilfsfunktion

o(@) = £(o) ~ fla) - PO =T gy

linear in «
Offensichtlich gilt dann
e g ist differenzierbar auf [a, b]
e g(a)=0
e g(b) =0.
Wegen dieser Bedingungen existiert ein & € (a,b) mit ¢'(§) = 0, wie wir bereits
gezeigt haben. Wegen der iiblichen Rechenregeln der Differentiation (siehe 14.10)

gilt dann aber
f() — fla
0=g(6) = e -o- LU=,
wegen (xz —a)’ = 2’ = 1. Lost man dies nach f(€) auf, folgt daraus die Aussage
des Mittelwertsatzes.

14.7 Korollar

FEine differenzierbare Funktion f(x) auf dem Intervall [a,b] (mit a < b), de-
ren Ableitung in jedem Punkt des Intervalls verschwindet, ist eine konstante
Funktion.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus dem Mittelwertsatz, denn f(z) — f(a) =
f' (&) (x—a)=0-(x—a) =0 fiir jeden Punkt z # a aus dem Intervall [a, b].
Also gilt f(x) = f(a) fiir alle z € [a, b].
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14.8 Vollstindige Formulierung des Hauptsat-
zes der Analysis

Sei a < b und sei f(x) eine stetige Funktion auf dem Intervall [a,b]. Eine dif-
ferenzierbare Funktion F'(z) : [a,b] — R heisst Stammfunktion von f(z), wenn
gilt

F'x) = f(x) .

Ist F(x) eine Stammfunktion von f(z), dann ist wegen 14.10 auch
F(z)+C

fiir eine beliebige Konstante C' eine Stammfunktion von f(z). Aus dem letzten
Korollar folgt umgekehrt:

Je zwei Stammfunktionen F(z), F(z) einer stetigen Funktion f auf einem In-
tervall [a, b] unterscheiden sich nur um eine Konstante C

F(z)=F(z)+C .

Beweis: Fiir die Differenz g(x) = F(z) — F(z) gilt die Gleichung

J' (@) = (Fx) ~ F(2)) = F'(2) - F'(x) = f(x) — f(z) =0 .

Aus 14.7 folgt daher, dass g(z) = C eine konstante Funktion auf dem Intervall
[a,b] ist. Also

Fz)=F(z)+C .

14.8.1 Folgerung

Ist f(x) stetig auf [a,b] und ist F(x) eine Stammfunktion von f(z) auf [a,b],
dann gilt

/ fydt = F@)

wobei per Definition gelte F(t) |*:= F(x) — F(a).

Beweis: Gilt dies fiir eine Stammfunktion, dann offensichtlich fiir alle Stamm-
funktionen, denn die Integrationskonstante hebt sich bei der Differenzbildung
weg. Also folgt die Behauptung aus 13.8.
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14.9 Schreibweise
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Wir vereinbaren nun folgende recht bequeme Schreibweise: Die beiden Schreib-
weisen? seien im folgenden per Konvention dquivalent:

1.z — ¢

2. xp, — & sei konvergent, so dass alle Folgenglieder x, von £ verschieden

sind.

14.10 Ableitungsregeln

Seien f,g definiert auf [a,b] und sei a < b. Sind f und g im Punkt £ € [a,]
differenzierbar, dann sind auch o- f (« € R), f4g, f-g und f/g (falls g(§) #0)

differenzierbar im Punkt £, und es gilt:

1. (a- f) = af’ und Ableitungen von konstanten Funktionen sind Null.

2. (f+9)=1+d
S (f-9)=f-g+f-9d

/ (f) _f -g—2f-g

g g
Beweis:
1. Trivial.
2. Sei € € [a, ]
i £(®) +9(2) = £(€) — 9(6)
r—§ xr — 5

n—& T — 5 n—&

= fE+4©)

Es folgt, dass der Limes (links) existiert und nicht von der Wahl der Folge
xn — & abhéingt. Also ist (f 4 g) differenzierbar im Punkt £. Ausserdem

folgt
(f +9)(€)
3. Analog:
i 12) 9(@) = F©) 9(&)  _
z—E xr — 5

= fO+d©)

lim [f(w‘)-g(:v)—f(é) g(w)+f(€) g(z) — () 9(6)]
n—¢€ x—¢& x—§

. flx) = f(E) . (glx)—g(§)

};ng (9[;—5) -9(&) + al?ling (H> - f(&)

2Manchmal bezeichnen wir mit = — ¢ allerdings auch beliebige konvergente Folgen, welche

gegen ¢ konvergieren
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Beachte limg,_eg(z) = g(§), da g als differenzierbare Funktion stetig ist
im Punkt £ nach 14.5. Es folgt

(f-9)©&) = [fl(&-9@&)+f(&)-d()

4. Schliellich gilt im Spezialfall f(z) =1

denn:
pa@= @ g(©) — )
2= —¢ e—¢ (. —§) - g(x) - 9(§)
Prod.Satz lim 9(&) —g(x) lim 1
e—e  x—§&  e=tg(x)-g(§)
! . 1
B R0

Der allgemeine Fall folgt dann zusammen mit der Produktregel 3.

14.11 Lemma - Ableitungen von Monomen

Es gilt fiir natiirliche Zahlen n > 1

Die Behauptung gelte nun fiir festes n. Wir schliessen dann auf den Fall n 41

@ = @)

14.12 Folgerung - Ableitungen von Polynomen

N N
Fiir f(z) = Y anpa™ gilt f'(2) = Y n-a,a™ L
n=0

n=0
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14.13 Definition - n-mal differenzierbar

Ist die Funktion f : [a,b] — R auf einem Intervall mit a < b differenzier-
bar, dann definiert die Ableitung f’(z) wieder eine Funktion. Ist die die Ablei-
tung selbst wieder differenzierbar, nennt man die Funktion f(z) zweimal dif-
ferenzierbar. Analog n — mal differenzierbar, falls es differenzierbare Funktion
f(z) = fO ), fD(z), ..., f* VD (z) auf dem Intervall [a, b] gibt, derart dass gilt

fO(@) = fO N2y, vi<n.

Man nennt dann die Ableitung f()(z) der Funktion f("~Y(z) die n-te Ablei-
tung von f(x).

Viele wichtige Funktionen sind sogar unendlich oft differenzierbar, etwa Poly-
nome oder die im néchsten Kapitel untersuchten Funktionen exp, sin, cos, log.
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Kapitel 15

Einige wichtige Funktionen

15.1 Ableitung der Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion
f(z) = exp(x)

ist als Funktion auf ganz R unendlich oft differenzierbar, und es gilt

Bewelis:

exp(z) — exp(§) exp(z —§ + &) —exp(§)

lim ————>* = lim
rz—E€ xTr — f r—E€ xTr — f
L 00— 8) () — expld)
r—E T — f

exp(xz)—1
xr

Dies ist gleich exp(§) - lirr%J = exp(§) , denn der folgende Ausdruck

konvergiert gegen Null

exp(z) — 1 B x =z
. _1’ = el S 2w

n>1 n=1
o0
|z|"
D>
|
n=0 (?’l + 2)
Majorante
< Ja]-exp(la]) — 0

fir x — 0 wegen des Majorantenkriteriums und wegen 11.7 (Seite 66). Siehe
auch Seite 66 fiir eine dhnliche Rechnung.
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15.2 Sinus und Cosinus

Wir definieren die Funktionen cos(z) und sin(x) als Real- und Imaginérteil der
komplexen Exponentialfunktion

’exp(ix) =cos(z)+i-sin(z) , =z¢€ R‘ .

Diese Funktionen werden dann offensichtlich auf ganz R durch die absolut kon-
vergenten Reihen

0 xQn 0 x2n+1
cos(x) Z( ) ol sin(x) Z( ) s
n=0 n=0
dargestellt. Insbesondere gilt daher cos(—z) = cos(x) und sin(—z) = —sin(x)

sowie sin(0) = 0 und cos(0) = 1.

Die Funktionen cos(z) und sin(z) sind unendlich oft differenzierbar auf R mit
der Eigenschaft

[sin(z)' = cos(z) , cos(z) = —sin(x)].

Beweis: Dies folgt aus SRUEtw))—explic) _ eXp(Zy)_l -exp(iz) — i - exp(iz) fiir

y
y — 0. Benutze dafiir die Abschétzung von 15.1. Also cos(z)’ + ¢ - sin(z)’ =
i(cos(x) 4 i - sin(x)).

Hilfssatz: Es gilt ’ cos?(z) +sin’(z) = 1|.

Beweis: Dies gilt fiir x = 0. Daher geniigt es zu zeigen, dass die Ableitung
(cos? +sin?)’ = 2cos -(— sin) + 2sin - cos = 0 identisch verschwindet.

Folgerung: |sin(z)| < 1 und | cos(z)| < 1.

Wir werden nun zeigen, dass es eine reelle Zahl 27 # 0 gibt mit sin(z;) = 1,
oder dquivalent dazu (nach dem Hilfssatz)

sin(z1) = 1 <= exp(iz1) =1 .

Wegen der Asymmetrie von sin(z) geniigt es fiir die Existenz von 7, dass
|sin(z)| irgendwo den Wert 1 annimmt.

Existenzbeweis: sin(0) = 0 und sin(z)’|,—0 = 1 > 0 impliziert sin(z) > 0 fur
0 < = < € und geeignetes € > 0 (Mittelwertsatz, genauer 15.3). Wire | sin(x)| <
1 fiir alle z, hiitte cos(z) keine reelle Nullstelle (siehe Hilfssatz) und wire auf
ganz R positiv (Zwischenwertsatz); sin(z) wire dann auf ganz R eine strikt
monotone wachsende Funktion nach oben beschrinkte Funktion (Mittelwertsatz
15.3). Analog wire cos(z) auf [0,00) dann eine strikt monoton fallende durch
Null nach unten beschrinkte Funktion. Damit wiirde der Limes!
z= lim cos(z)+i- lim sin(x) € C

Tr—+00 Tr—+00

I Man sagt der Limes limy_ oo f(z) = f(+00) existiert falls gilt: Ve >03 C €R (z >
C = [f(z) = f(+o0)| <¢)
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existieren. Aus lim,_, 4o cos(z) +isin(z) = lim,_, 4 cos(x + o) + i sin(x + xg)
folgt dann z - exp(izg) = z fiir alle g € R (Funktionalgleichung der Exponen-
tialfunktion). Dies ist nur moglich fiir z = 0, was aber wegen |z| = 1 (siehe
Hilfssatz) ausgeschlossen ist. Dieser Widerspruch zeigt, dass |sin(x)| wie be-
hauptet den Wert 1 annimmt. Es folgt die Existenz einer reellen Zahl x; # 0
mit

sin(z1) =1 , cos(xz1)=0

oder #quivalent dazu exp(iz1) = i.

Periodizitét: Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion liefert dann

’cos(m) =sin(x +x1) , —sin(z) = cos(z + x1) ‘

also sin(z) = —sin(z + 2x1) , cos(x) = — cos(x + 2x1). Daher haben die Funk-
tionen f(z) = sin(x) und f(z) = cos(z) beide die Periode 4x;

fla+421) = f(z) .

Insbesondere kann man daher z; > 0 (obdA wie oben spezifiziert) als positive
Zahl wihlen. Die kleinste? positive Zahl 21 > 0 mit der Eigenschaft sin(z;) = 1
nennt man

T = 71'/2 .

Die Funktionen sin(z) und cos(z) haben dann die Periode 4z, = 27.

Der komplexe Einheitskreis S': Wir bemerken zum Abschluss, dass daher sin(x)
alle Werte in [—1, 1] annimmt (Zwischenwertsatz). Es folgt daraus dann leicht,
dass jede Zahl z = u + iv mit der Eigenschaft |2|?> = u? + v? = 1 sich in der
Gestalt z = cos(x) + isin(x) = exp(iz) fiir ein « € R schreiben l&sst.

y = sin(f)

0<t<2n

Daraus folgt, dass die komplexe Exponentialfunktion
exp:C— C*

surjektiv ist, denn C* = R% - S = exp(R) - exp(iR) = exp(C).

2Da die Nullstellen einer stetigen Funktion f(x) eine abgeschlossene Menge bilden, existiert
eine kleinste positive Nullstelle, falls f(z) > 0 ist fiir alle 0 < z < €.
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15.3 Monotonie und erste Ableitung
Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Gilt

fle) > 0, Veelal],

dann ist f streng monoton wachsend auf [a,b].

Beweis: Fiir a < x < y < b liefert der Mittelwertsatz

=18 pig >0
Wegen (y — z) > 0 folgt daher f(y) — f(x) > 0 oder
fl@) < fly)

Anwendung: Ist beispielsweise f(x) stetig differenzierbar, und gilt f'(x¢) > 0,
dann ist f(z) monoton steigend in einem kleinem Intervall um x.

15.3.1 Umbkehrfunktion

Als strikt mononotone Funktion ist die Funktion f von 15.8 injektiv und erfillt
Bild(f) = [f(a), f(b)]. Also definiert [ eine Bijektion

fifa bl — [f(a), f(D)]
und es ezistiert die Umkehrfunktion

7 [f(a), f(0)] — [a, 0] .

Beweis: Nur die Aussage iiber das Bild bedarf der Begriindung. Wegen der
Monotonie gilt Bild(f) C [f(a), f(b)]. f ist differenzierbar, also stetig. Da f
stetig ist, folgt nach dem Zwischenwertsatz die Gleichheit

Bild(f) = [f(a), f(0)] .

15.3.2 Stetigkeit der Umkehrfunktion
Nach 12.4.1 ist f~1 stetig, da f stetig ist.
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15.4 Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion
Sei
filab] — e d]

eine bijektive differenzierbare Funktion, mit der Eigenschaft f'(x) # 0 fir alle
x € [a,b]. Dann ist die Umkehrfunktion

ftile,d — [a,b]

differenzierbar. Fir & € [a,b] und n = f(§) € [¢,d] gilt

) = o

Beweis: Sei y, — 1 mit y, # 71 eine konvergente Folge im Intervall [f(a), f(b)].
Setze z,, = f~1(yn). Dann existiert der Limes

i L@ =)
y—n y—n

~ lim r—§ 1 1
v f@) = fO) i DO f(E)

y—n

Da der Limes f'(£) # 0 wegen der Annahme, ist die vorletzte Gleichheit eine
Folge von 7.8.1. Beachte ausserdem

y—n=z=f"ly ==
wegen 12.4.1. Daher ist
f(@) = f(§)

i L& =O o @ = O 71 .

y—n T — z—¢ T —&

15.5 Folgerung - Ableitung des Logarithmus
Die Exponentialfunktion f(z) = exp(z) hat auf ganz R die Eigenschaft f'(x) >
0. Daher ldsst sich obige Rechnung auf die Umkehrfunktion log : (0,00) — R

anwenden:

Der Logarithmus ist eine differenzierbare Funktion auf (0,00) mit der Ableitung

log(z) =1 1.

Beweis: Fiir die Umkehrfunktion von f(z) = exp(x) gilt log(n)' = 77 = 755 =
%, wobei n = f(§).
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15.6 Die Kettenregel

Seien X, Y, Z abgeschlossene Intervalle in R, welche nicht nur aus einem Punkt
bestehen. Seien

f: X->Y | g:Y—>Z

Funktionen. Sei £ € X und n = f(£). Ist f differenzierbar in § und ist g diffe-
renzierbar in 1, dann ist die Komposition

gof: X — Z

differenzierbar in &, und es gilt die Kettenregel

(g0 V(€ =g F'(©)].

Oder anders formuliert: ’ (go Y (x)=4'(f(x))- f'(2) ‘ .

Beweis:
Zur Erinnerung: Nach 14.4 sind dquivalent
1. f ist differenzierbar im Punkt &
2. f ist linear approximierbar im Punkt £, d.h.
() flz) = fO+F(©) - (z=8+H) |z—¢
fiir eine Funktion H(x) mit lim,_.¢|H (z)] = 0.

Analog gilt nach 14.4: g ist differenzierbar im Punkt 7 genau dann, wenn gilt

() 9w) = g +d M (y—n)+Hy) ly—nl
fiir eine Funktion H(z) mit lim,_,|H(y)| = 0.
Durch Einsetzen folgt daraus
(g0 ) =g(f(@) L gn) +d0) (F@) =)+ H(f (@) - |f(2) 1]
gty ) (£ (r—)+H (@) lo—€ )+ H(f () 1| /() (x—)+-H (@) |o—¢]

= (9o NO+ (g - 1©) (@ =& + Hi@) - ]o —¢
mit der Abkiirzung

[f"(€) - (x =& + H(x) - | — ]|
|z = ¢ '

Durch zweimaligem Anwenden der Dreiecksungleichung folgt
[Hi(2) < |g' ()] - [H (@) + [H(f ()] - (If'(€)] + | H(@)]) -

f ist stetig im Punkt 2 = € nach 14.5. Also gilt lim, _¢|H(f(x))| = limy—,|H(y)| =
0. Somit folgt lim,_.¢ |Hy(z)| = 0. Daraus folgt wegen 14.4 die Behauptung.

Hy(z) = g'(n) - H(x) + H(f(x))
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15.6.1 Ableitungen von beliebigen Potenzen
Fiir o € R definieren wir die Funktion «® auf (0, c0) vermoge

[

x® = exp(a-log(x))

Dann gilt nach der Kettenregel, dass x® differenzierbar ist mit der Ableitung

/

(z*) = exp(alog(z))- (a-log(x))
= o«-exp(a-log(z)) - .

= a-exp((a—1)-log(x))

= a-z%°

15.7 *Zur Erinnerung

Mit der Methode von 1.1 - Umordnen ist fiir endliche Summen erlaubt - zeigt
man

2n 1 2n 1 n 1 2n 1
Syt -yl oayd - st
, l — 4 — 21 , 1
=1 =1 =1 1=n—+1
Die Summe auf der rechten Seite ist die Untersumme der Funktion f(z) = %
auf [1,1] beziiglich der dquidistanten Zerlegung Z = {3 + ;£ | i = 0,...,n}.
Im Limes n — oo konvergiert diese Summe daher gegen das Integral [ %1 % =
log(t)|} = —log(3) = log(2). Dies zeigt
2
c- i1l
S = log(2)
i=1
Zur Geschwindigkeit der Konvergenz, beachte
2n 1 oo 1
log2) =S (~1)t= =S — —
29(2) ;( 3 ; 20+ 1)(2i + 2)
g oo dt o _dt  _ 7 - “1jz _ __1
Dies ist > fn @) 2 Jn 10+z = lim, oo =47t +1)7HE = CESYE

Um log(2) auf n Stellen genau zu berechnen miisste man daher %ﬂ Terme

summieren. Eine bessere Methode zur Berechnung von log(2) geben wir in 17.5.
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Kapitel 16

Taylor Entwicklung

16.1 Taylor’s Formel mit Lagrange Restglied
Sei a < b und set

filad] — R
eine (n + 1)-mal differenzierbare Funktion auf [a,b]. Dann existiert fiir x # xg

und x,z0 € [a,b] ein & = &(z,n) im Intervall* (xq, ) (welches von n und zo,
abhingt) so dass gilt:

/ (n)
f@) = o)+ 0 @ mag) b+ EEE) o) 4 Ry a,m0)
1! n!
mit dem Restglied
(n+1)
Ry (x,20) = f(n+1)(!£) (= @)

16.1.1 Hinweise

e Achtung: Der Punkt ¢ ist unbekannt, man weiss nur & € (zo, x).

e Fiir die Formel wiirde die schwéchere Voraussetzung gentigen:
n-mal stetig differenzierbar auf [a,b] und (n + 1)-mal differenzierbar auf
(a,b)

Beweis ObdA zp = a und = > a. Wir fixieren x und betrachten fiir ¢ € [a, x]
folgende einmal differenzierbare Hilfsfunktion der Variable ¢ auf dem Intervall
[a, ]

(x —t)t (x —t)ntL

) pgy ="
A o TR

F(t) = f2) =Y~
i=0 ’

IDie Formel gilt fiir z < xo mit &€ € (x,z0)
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Hierbei ist k eine noch geeignet zu withlende Konstante und f(z) ist als Kon-
stante aufzufassen. Per Definition

F(t)|t=2 = 0.

z—a)t?t
Wegen %

# 0 kann man x € R so wihlen, dass ausserdem gilt
F(t)|t=e =0 .

Nun kann man den Mittelwertsatz auf die differenzierbare Funktion F : [a, z] —
R anwenden. Dies liefert

3¢ € (a,z) mit %F({)zO.

Die Ableitung F’ = %F ist

(x — t)n71 ( ) (x — t)n ( +1)
_ 7 (—1) F) (¢ 7 fn t

S -0r ) + e
.

n!
Da sich fast alle Terme wegheben ergibt sich F’(t) = %f("ﬂ)(t) — % ‘K,
also wegen £ # x und F'(§) =0
k=)

Daraus folgt die Taylorformel wegen F'(a) = 0.

16.2 Taylorentwicklung des Logarithmus

Sei
f(@) = log(1+x)
Dann ist f/'(z) = H—% Also per Induktion fiir alle n > 1
— 1)
(n) = (—1 n—1 (TL 1)'
£ ) = (1
Taylor’s Formel (fiir g = 0) zeigt daher
1.2 1 "
log(14+ ) =log(l) 4z — —+ ...+ (=1)"""— + R, (x,0)
N——" 2 n
=0
mit dem Restglied
mn+1

Ry (z,0) = (=1)" (L &)™t

n+1
fir ein &, € (0,1). Fir z € [0,1] (oder sogar x € [—1/2,1]) konvergiert das
Restglied im Limes n — oo gegen Null, da sein Betrag durch %H abgeschétzt
werden kann. Es folgt
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16.2.1 Taylorreihe

Fiir alle —% <z <1 gilt

log(1+2) = 3 (~1)"'2

Insbesondere

1 1 1

Wir zeigen spiter, dass dies sogar fiir € (—1,1] gilt.

16.3 Ein instruktives Beispiel

Dass das Restglied nicht immer ein so schénes Verhalten wie im Fall des Loga-
rithmus besitzt, zeigt das Beispiel der Funktion

fw) = exp (—1) @ 40).

Man zeigt leicht durch vollsténdige Induktion, dass f(z) zu einer auf ganz R
unendlich oft differenzierbaren Funktion fortgesetzt werden kann, so dass gilt

F™0)=0 fiir alle n

und

@ = ep (- 5) @20

fiir gewisse Polynome P, (). Fiir diese Funktion ist daher die Taylorentwicklung
im Punkt x¢g = 0 nicht sehr informativ, denn

f(z) = Ry (z,0) fiir alle n

Man kann im {ibrigen die Funktion f(x) im Bereich 2 < 0 durch die Nullfunktion
ersetzen. Die so neu definierte Funktion g(z) ist identisch Null fiir z < 0 und, da
alle Ableiten von f(z) im Punkt Null verschwinden, tatséchlich eine unendlich
oft differenzierbare Funktion auf ganz R.
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16.4 Exponentialfunktion
Sei f(z) = exp(z +y). Aus
F0) = exp(y)
fiir alle n folgt durch Taylorentwicklung im Punkt zg =y

exp(y) exp(y)

exp(z) = exp(y) + — =@ —y)+. .+ — = (w—y)" 4
denn das Restglied
xr — n+1

konvergiert im Limes n — oo gegen Null (der Term exp(&,,) bleibt beschrinkt!).
Man erhilt also einen neuen Beweis der Funktionalgleichung

exp(x) = exp(y)erp(r — y)

aus der Taylorentwicklung.
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16.5 Variante des Taylor’schen Satzes
Sei a < b und
filad) — R

eine n-mal differenzierbare Funktion auf [a,b]. Dann gilt

f@) = ¥ L @ = a)f +o((w - a)")

=0

16.5.1 Zur Erinnerung

Eine Funktion ist von der Ordnung o((z—a)™), wenn sie die Gestalt h(z)(x—a)™
besitzt, so daf gilt:

e h(x) ist stetig auf [a, ]

e ha)=0

Beweis 1. Schritt. Indem man f(x) durch f(z)— > 1(a) (x—a)” ersetzt, kann

v!
v=0

man obdA annehmen

flay=fPa)=...= f"(a) = 0.
Wenn alle Ableitung f*)(a) fiir v < n verschwinden, ist dann zu zeigen

yél

f@) 2 ot —a)")

ObdA kénnen wir annehmen a = 0 und f*)(0) =0, v =0,...,n. Zu zeigen ist
dann

fiir eine im Punkt 0 stetige Funktion h(x) mit der Eigenschaft h(0) = 0.

2. Schritt. Wir betrachten fiir festes x # 0 die Hilfsfunktion

flz-t)

xn

F(t) =
F ist n-mal differenzierbare Funktion der Variable ¢ € [0, 1] mit
F(”)(t) = v . f) (z-t)

Somit gilt F(*)(0) = 0 fiir alle v = 0, ...,n wegen Schritt 1.
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Schritt 3. Es gilt fiir ein £ = &(x) € (0,1) wegen Taylor’s Formel 16.1 fiir

F(t) = F("_l)(gt) (f::ll)! entwickelt im Punkt tg =0

hz) = FQ1)
L PO
0?5/:1 (n—1)!

e =D (g 1)
(n—1)!

(-6
(n—1)!

t=¢

= X

Da f(»=1 noch einmal differenzierbar ist, gilt wegen 14.4

SO V@) ) | fM(0) -
e e R R

mit % stetig bei Null und (0) = 0. Einsetzen ergibt fiir 2 # 0

(@& Rz )
)

h(z) = ZL‘_1~
= &-h(z-¢

4. Schritt. Beachte |h(z)| < |h(&(z)z)|. Also

lim A(z) = lim €() -z - &(x))
L0

da h(x) stetig bei Null ist mit h(0) = 0. Beachte 2 — 0 impliziert
° lin%)xf(x) =0

e wegen [£(z)| <1

16.6 *Eine Anwendung

o = (k-3

konvergiert fiir n — oo gegen




16.6. *EINE ANWENDUNG

Beweis: Wegen 16.5 gilt
1 1 1 11 1
f(n):n-[1+~+0<)—1+-io(>}
3 n n 3 n n
T (N Z2 (Y2 (]
N 3n n)| 3 n) 3 n
mit h (0) = 0 und h stetig bei Null. Im Limes folgt somit

2 1
li —+h( -
nl—{%o <3+ (n))

2 1 2
= lim -+ lim A =—.
————

=0

109



110 KAPITEL 16. TAYLOR ENTWICKLUNG

16.7 Regel von d’Hospital

Sein > 1 und seien f,g n-mal differenzierbar auf [a,b] sowie a < b. Verschwin-
den die i-ten Ableitungen von f und g im Punkt a fir 0 < i < n und gilt
g™ (a) # 0, dann folgt

o f@) M)
m oy = @@

Anders ausgedriickt: Nach Voraussetzung gilt

fl@) = fla)=...= f"V(a) =0
gla) = gla)=...=g" V(@) =0
9™ @) # 0
Beweis der Regel von d’Hospital: Nach 16.5 gilt
@) IO a4 b (@ - a)n
g(x) L@ gy (e (@ — o)

—0
(n) ~ =
i + hiz)

9@ 4 ()
~—~—

—0

z—a f(n)(a)
T g

16.7.1 *Beispiel

lim 7log(1 +2)
z—0 xT

=1

Hierbei ist im obigen Sinne n =1 und f(z) = log(1 + x) sowie g(x) = x.
Beweis: Wegen f/(z) = 1_%93 und ¢’(z) = 1 nach der Regel von d’Hospital im
Falln =1

16.7.2 *Folgerung

Wir erhalten auf diese Weise einen neuen Beweis fiir

lim (l—i—%)n = exp(y)

n—oo

Beweis: Zunéchst gilt

iy (142)" = oy e i (14 2)

n—oo n—oo n
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Mit der Substitution x = £ erhélt man

lim exp (n -log (1 + g)) = lim exp(y -z 'log(l + 2))
n—oo n

n—oo

= exp(y- nllrrgo(x_l log(1 4 x)))

wobei die einzelnen Schritte durch die Stetigkeit der Multiplikationsabbildung
und der Stetzigkeit der Exponentialfunktion gerechtfertigt sind. Es folgt daher
aus 16.7.1 wie behauptet

exp (y - lim log(1 + ) x))

n— 00 €T

= exp(y)
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16.8 Taylor’s Formel mit Integralrestglied

Sei f: [a,b] — R eine (n + 1)-mal stetig differenzierbar auf [a,b]. Fir x,xq €
[a,b] gilt dann

f) = 3L gt Ry(ea)
v=0 ’

v

Ry(z,x0) = [ @00, fni () gt
o

Wegen der Stetigkeit von f("+1) existiert das Integral.

Beweis durch Induktion nach n

Induktionsanfang

Den Induktionsanfang n = 0 liefert der Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung

f(z) = flao)+ / F(t) dt = f(ao) + Role,o) -

Zo

Induktionsschluss von n nach n +1

Beachte, jetzt ist f("*2) nach Annahme stetig, also integrierbar. Zum Beweis
benutzen wir partielle Integration (siche 16.9)

rt. In — ¢)ntl " [ —(z — ) +1
pa t:I t _('7(3” —:)1)' _f(n+1)(t) ‘;0 _/ ((Z +t1))! _f(n+2)(t) dt

Zo

T — o)t % (g — t)nt+1
= D e - [ S 0

Zo

o n+1
= I ) 4 Ryl

(l‘ _ $0)n+1

(n+1)!
noms von f(x).

Beachte: D (20) ist der (n + 1)-te Summand des Taylorpoly-
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16.9 Partielle Integration

Fiir stetig differenzierbare® Funktionen f,g auf [a,b] gilt

Talt)y - £y dt = — [ £(t) - /(1) de + F(2) - g(0)[7 |

Beweis: Benutze f'-g+ f-¢' = (f - g)". Es folgt daraus

jf’-g+jf-g’ = f-4ql;

16.10 Integration durch Substitution

Seien

Funktionen, so dass f stetig ist und g stetig differenzierbar. Dann gilt

g(b)
f Flg(®) - g'(t) dt = 71t |

Beweis: Nach dem Hauptsatz besitzt f(z) eine stetig differenzierbare Stamm-
funktionen F(z), das heisst F'(z) = f(x). Es gilt wegen der Kettenregel dann
wie behauptet

b
HSat
/ Flg(t) - g'(t) dt T2 pgeet
= Fllg
g(b)
HS:atz /F’(u) du
g(a)

2das heifit: die Ableitungen seien stetig!
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16.11 *Anwendung der Taylor-Formel auf die bi-
nomische Formel

Hinweis: Fiir
flz) =a™

verschwindet das Restglied im Fall n = m und man erhélt aus Taylor’s Formel
wegen

f(l)(xo) _ . xg—i _ n! n—i _ (T n—i
a D ) = = e S (z)xo

das Binomialtheorem. Wir definieren nun allgemeiner fiir o aus R und v € N

(a) ala—1)-(a—i+1)

1 7!

um eine Verallgemeinerung des Binomial Theorems zu beweisen. Dazu benutzen
wir eine neue Form fiir das Restglied der Taylor Entwicklung. Beachte

Es gilt

I+2)* = X (3) 2"

fiir alle |x| < 1,2 # =1, falls a > 0.

Wir haben bereits gezeigt, dass die Funktionen (1 + )® unendlich oft differen-
zierbare Funktionen auf (—1,00) sind. Die Funktion f(z) = (1 4+ z)® im Fall

25

a:1/3 15
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16.11.1 Beweis

Es soll eine Entwicklung von (1 + x)® im Punkt z¢p = 0 durchgefiihrt werden.
Wir zeigen

lim R,(z,0) = 0

n—oo

Man zeigt leicht durch Induktion

Vorbetrachtung

(1 +x)a](n+1) = (n+1) < > (1 +x)o¢7n71

n+1

Somit

S(n+1)! (nj‘_ 1) S+ el g

R, (z,0) O/
= (n+1).(nj—1)x”'/l(1t)”~(1+xt)a”1~xdt
0

Hinweis: Im letzten Schritt wurde die Substitution mit ¢ — ¢ -z = g(¢) durch-
gefiihrt. Somit folgt

1

(1-1)
R, (z,0) = (n+1)~(n+1) /1+$t (14 zt)* tdt
0

Wir behaupten fiir z € (—1,1]

|Ra(z,0)] < const(a) - (n+1)- <nj—1> a]”
denn wegen 0 < 1 —¢ < 1+ xt fiir z € (—1,1] und ¢ € [0, 1] gilt

(1-t"
SUtatr
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Somit folgt die Behauptung wegen

1 1
(1=t
/ (1+axt)*tat| < -/(1 +at)* o dt
1+ xt)n
0 0
1
< /(1 +at)* o dt
0
o (]. + Cl't)a |1
= - o
|+ -1
N !
2% —1
<
o
~——
=const(a)
Limesbetrachtung
Wir zeigen nun fiir o > 0
!
li 1) - =0
g, (D) (n+1)
Offensichtlich gilt
(n+Da-(a—1)--(a—n—1+1) “ov—a
< t :
12t 1) consta () 1_[() >
v=vg(a

fiir ein geeignetes vo(a) > a. Die rechte Seite ist

consta(a H 1 - —

v=vo(a)
Es geniigt zu zeigen
s T o 0
v=vp(a)

oder dass der Kehrwert davon iiber alle Schranken wichst.

Kehrwertbetrachtung

Benutze

an —1 2
(1-2) = 1+24(5) +..
v v 2

da ’%| < 1 fiir v 2 vg(«). Da ferner « > 0 folgt:

« a2 «
TR
v 2

A
—_

+
\
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Wir reduzieren die Behauptung numehr wegen o > 0 auf die Divergenz der har-
monischen Reihe. Der von uns zu untersuchte Kehrwert ist nach unten abschétz-
bar durch das Produkt

n n
H (1 + g) > 1+ Z @ + hohere Produkte
v v=0 v

v=vo(a)

> l14+a-

a>0 n 1
14
vV=rg

16.11.2 Resumée

Analog kann man auch den Fall a < 0 oder die Funktion f(x) = log(1 + z) dis-
kutieren, allerdings unter der schérferen Annahme |x| < 1. Wir iiberlassen dies

dem Leser als Ubungsaufgabe. Man muss die Konvergenz von z™(n + 1) (nf_l)

gegen Null zeigen fiir n — oo. Dazu geniigt, dass (nil) hochstens polynomial

in n wéchst. Fiir ein strukturell einfacheren Beweis verweisen wir auf 19.3.2.

Beispiel
-1)(-2 —1)(=2)(—
eyt = 1o U CUCAED
= l—ao+2—23+...
Betrachte:

1-—q) ' = 14q¢+3+4...

fiir ¢ = —z. Beachte |q| < 1 wegen |z| < 1.
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Kapitel 17

Eulersche Formel

17.0.3 Bernoulli-Polynome

Die Bernoulli-Polynome sind wie folgt rekursiv definiert:
1. Bo(t) =1

2. Bl ()= (n+1)- B,(t), fir allen >0

1
3. /Bn(t) dt=0fallsn>1
0

Beispiel

1
1
By(t) = t2—t+6
3 1
N -
By(t) = t'-St'+ 5t

Visualisierung einiger Bernoulli-Polynome

Die Bernoulli-Polynome 1 bis 4 in der fiir den Beweis bendtigten periodischen
Form, kénnen wie folgt visualisiert! werden:

IDiese genaue Visualisierung wurde vom Autor eigenhiindig eingefiigt

119
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Ferner sind hier die Polynome 5 bis 12 skizziert:

Polynome 5 bis 7
‘A ‘ A ‘4\

L
I
| MA'A,'A'A'; wh 'ih'

Fiir weitere Informationen und Abbildungen, siche A (Seite 275).
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17.0.4 Eigenschaften der Bernoulli-Polynome
e Aus (2) und (3) folgt aufgrund des Hauptsatzes

Bn(1) = B,(0) = Bu(t)l

= /B;L(t) dt

0

1
= n- /anl(t) dt
0
und somit

fiir alle n > 2 (fiir n = 1 gilt dies nicht!).

e Da die Polynome P, (t) = (—1)" - B,,(1 —t) ebenso die Eigenschaften (1),
(2) und (3) besitzen, folgt:

Ba(t) = (=1)"-Bn(1—1).

e Aus den beiden zuletzt hergeleiteten Eigenschaften folgt B, (1) = B, (0) =
(=1)™ - B,(1), also fiir _ungerades n > 3

B,(0)=B,(1)=0 , n=2m+1.

i B; 1)—B;
Bemerkung: Y7 _o v = Bt tbBen ),

Eine Bezeichnung

Jedes t € R besitzt eine eindeutige Zerlegung
t = <t> +k

in eine ganze Zahl k € Z und eine Zahl < ¢ >€ [0,1). Als Funktion von ¢ ist
< t > ist periodisch mit der Periode 1

<t+1l> = <t> .
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17.1 Eulersche Formel

Sei n eine natiirliche Zahl und sei f : [0,n] — R eine (2N + 1) mal stetig
differenzierbare Funktion. Dann gilt

" [ £(0) + f(n)
) = [rea + ST

N
30 Bl genngy)

m

BgN+1(< t >)

DAL

+
[}

Aquivalent dazu ist die Trapezformel:

/nf(t)dt _ f(0)+2f(1)+...2+2f(n_1)+f(n)
0

. i B2m(0) ~f(2m71)(t) "

(2m)! 0

[ Bon1(<t>) Lani1)
/ oo 0 W
0

Beweis:

1. Schritt

Es geniigt die Trapez-Formel im Spezialfall n = 1 zu beweisen

(*)/f(t) dit = M
0

N
—Z Bs, (0) f(gu—1)(t)|(1) _/m . f(2N+1)(t) dt
0

wegen

n

/f(t)dt _ jz_;(o/lf(t—ku)dt)

0

benutzt man die Formel () angewandt auf die Funktionen f(¢), f(t+1),..., f(t+
n — 1), so folgt durch Aufaddieren sofort die Trapezformel.
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2. Schritt

Die Gleichung (x) beweist man durch Induktion nach N unter Beriicksichtigung

von
1B(
t
v (V - _
[Ftea -
0

Vl() v
+yjrl)f()()0

BV () v+1
(uj—l)!f( () dt

Awo\,_.

B (t) _ Bu (1)
(v+1)! — vl

mittels partieller Integration; beachte sowie
B,4+1(1) = By+1(0) , v+1 > 3 ungerade .

3. Schritt

Der Induktionsanfang ergibt sich analog, denn
1 £(0) + £(1)
_|_
[roa = FTE - [roroa
0

folgt aus By(t) =1t — % wieder durch partielle Integration

ielle Int.
/Bl(t)f’(t) gt partle:e nt

0 0
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17.2 Sterling’s Formel

Der Limes

. 1
k= lim —%—
n—oo n"+§ e—m

ezistiert und ist von Null verschieden.
Bemerkung: Der Limes k ist \/%, was aber hier nicht bewiesen werden soll.
Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass der Limes der Folge

an =log(n!) — (n+ %)log(n) +n

existiert. Beachte, die Eulerformel liefert fiir f(¢) = log(1 + )

log(n!) = Z log(v)

n

Euler /log(t) g+ % log(1) —lHog(n)

1

2. (1)

! n
[ Ba(< t>) 2dt
+/M7
3
1

! 3
wegen f'(t) = %-H und f'(t) = (1%)3_ Aus dem
Hilfssatz: [log(t) dt =z -log(z) — z + 1.

1

folgt daher

= TR
Da der linke Term eine Nullfolge ist, geniigt es nach dem Cauchykriterium fiir
Konvergenz zu zeigen

_ By(0) /" Bs(< t >)2dt
+ .
1

Cauchyabschitzung

no
1 2
/g-Bg(<t>)-t—3dt < €

1

falls ny,n2 > n(e).

Dies ist aber klar, denn das Integral lédsst sich nach 13.4 abschétzen durch
"2 dt . _
C/n1 5 < Cmin(ng,ng) ™2

fir C = max;¢[o 1 \BSS(t)| Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.
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17.3 *Die Simpson’sche Regel

Sei g eine vier mal stetig differenzierbare Funktion auf [a,b]. Zerlegt man das
Intervall in 2n gleiche Schritte der Lange A

12
10

8

f(t)

dann gilt

2n
Die Stiitzpunkte auf der t-Achse sind dann die (2n+1) Punkte

a+%(bfa) r=0,1,...,2n

b
Behauptung: Das Integral [ g(t) dt ist gleich

(@) +4-g(a+A)+2g9(a+2A) +4g(a+ 3A) +2g(a + 4A) + ... + 49(b — A) + g(b)

N
3

bis auf einen Fehler vom Typ

(b— a)5 4
.C . 4)
"5 Jnax, lg*" ()]

fiir eine nicht von g abhdngende Konstante C.

Spezialfall: Fiir n = 1 und g(z) = 7 - 22 erhiilt man die

17.4 *Die Keplersche Fafiregel

Das Volumen des nebenstehenden Fasses

I 1 MaBeinh. i
ist in erster Néiherung
* 2 4 * * R2 *
Ty + gy + 7T

Volumen = 5 - Lénge

2=r=r |
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17.4.1 Beweisskizze

Zum Beweis der Simpsonschen Regel sei der Einfachheit halber A = 1. Der
Beweis folgt aus dem Spezialfall N = 1 der Trapezregel mittels eines zusétzlichen

Tricks. Beachte
3 2n 2n 1 n
—/ g(t)dt:/ g(t)dt——/ g(2t)dt .
4 /o 0 2 /o

Man wendet nun die Trapezregel zweimal an, némlich einmal fiir N = 1, f(¢) =
g(2t) und ein zweites Mal fiir N = 1, und f(¢) = g(t) aber 2n anstelle von n.
Dies liefert fiir die rechte Seite

g(0) +2g9(1) +g(2) +... +2g(2n — 1) + g(2n)

2
_1g(0) +29(2) +29(4) + ... +29(2n — 2) + g(2n)
2 2
_9(0) +49(1) +29(2) ... +49(2n — 1) + g(2n)
1 .

Der néichste Term der Trapezformel fillt weg wegen ¢'(z) — 2g(2z)" = 0, und es
bleibt nur der Restterm (nach nochmaliger partieller Integration !)

2n n

Ba(< t 1 By(<t

/ 4(<—>>g(4) (t)dt — _/ 4(<—>)249(4)(2t)dt .
0 4l 2 Jo 4

Diesen Term kann man durch ¢-maw ¢[q 5| g™ ()| abschitzen, wobei ¢ nur von
a,b,n abhéngt, nicht aber von g.

17.5 Beispiel - Berechnung von log(2)
Es gilt

log(2) = 0,6931471806. ..

Berechnet man diesen Wert durch die Simpson’sche Formel, erhélt man folgende
N&herungen

| n | Simpson ergibt Stellen || Approximationswert |
1 1+2 0,6944. ..

2 1+4 0,69325...
3 1+8 0,693154. ..
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Beachte

—
~&
I

log(t) H/z

— log(1) — log(1/2) = log(2)

Mit n = 1 ergibt sich aus der Simpson’schen Formel fiir g(¢) = 1/t und A =1/4

/ﬂzg%@wwHWW+W”’

das heisst in erster Naherung

1 16
log(2) =~ E(2+§+1):076944”' .

Dies steht im krassen Gegensatz zu der schlechten Konvergenz der alternieren-
den harmonischen Reihe in Abschnitt 15.7.
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Kapitel 18

Differentialgleichungen

Der einfachste Beispiel einer Differentialgleichung ist die folgende Gleichung;:

1.Beispiel: Gesucht ist fiir eine gegebene stetige reellwertige Funktion h(z) auf
einem Intervall [a, b] eine differenzierbare Funktion f(x), so dass gilt

Losung: Die gesuchte Antwort, Existenz und Eindeutigkeit, liefert der Hauptsatz

f@) = /h(t) dt +C

Beachte, man kann den Wert von f(z) in einem Punkt zy vorschreiben durch
geeignete Wahl der Integrationskonstante C. Dies bestimmt dann die Funktion
f(x) eindeutig.

Allgemeiner kann man eine stetige Funktion h betrachten, welche von zwei Va-
riablen  und y abhingt, und eine differenzierbare Losungsfunktion f(z) der
Gleichung

(@) = hiz, f(x))]

suchen. Ein einfacher Fall ist h(z,y) = ¢ y.

2. Beispiel: Gesucht ist auf einem Intervall oder auf ganz R eine differenzierbare
Funktion f(x), welche der Differentialgleichung

fll@) = ¢ flx) ceR

geniigt, sowie der Anfangswertbedingung

f(x0) = yo

fiir einen festen Punkt zq € [a,b] und einen gegebenen Wert gy € R.

129
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Losung: Jede Losung der Differentialgleichung hat die Gestalt
flz) = Cexp(c-z) CeR
Setze C' = yg exp(—cxp).

Beweis(Eindeutigkeit): Setze

Es folgt:

Die urspriinglich Differentialgleichung ist dann dquivalent zu
g(@)=0 g(x)=C
C ist konstant.

Folgerung: Siehe auch 9.5.1 (Seite 56). Es ist exp(z + y) = exp(x) exp(y), denn
beide Seiten erfiillen diesselbe Differentialgleichung mit demselben Anfangswert.

18.0.1 Ho6here Ordnung
Um Differentialgleichungen vom Typ

9" (@) = H(z,g(2), ... g"" V()

mit der Anfangswertbedingung g(zo) = 7o, .., ¢~ (20) = 7n_1 zu behandeln,
definiert man eine vektorwertige Hilfsfunktion

gV (x)

und erhélt eine dquivalente Differentialgleichung (f/(z) ist die komponentenwei-
se Ableitung)

|f/@) = b, f(@)) . flwo) = o]
wobei h : [a,b] x R™ — R™ definiert ist durch

(:E7y17 7y’n) = (925 -"aynflaH(mayla "'aynfl)

und yo = (7707 ~~»77n—1)~
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18.1 Ein metrischer Raum von Funktionen
Wir betrachten den Vektorraum aller stetigen vektorwertigen Funktion
E = {f:la,b] = RY | fist stetig}

Wir versehen diesen Raum mit der folgenden Metrik ([a, b] und RY tragen dabei
stillschweigend die Standardmetrik)

d=(f.9) = Ilf=gll  [All= S?pb]lh(x)\w
xre|a,

Man nennt ||| die loo-Norm oder die Norm der gleichméssigen Konvergenz.

Ubungsaufgabe: d= definiert eine Metrik auf =.

18.1.1 Visualisierung der Metrik
Fir N =1 gilt zum Beispiel:

Die maximale ‘Differenz’ zwischen beiden Funktionen f, g definiert die Distanz

18.2 Der Raum der stetigen Funktionen ist vollstéindig

Der metrische Raum (2, dz) ist Cauchy-vollstindig*
Beweis: Gegeben sei eine Cauchyfolge f,, € =, das heisst
Ve > 0 3N (e) (n,m > NE) = ||fa — funl| < 5) .
Zu zeigen ist die Konvergenz, das heisst die Existenz eines f € = mit

d=
—

fn [

IDer Beweis zeigt allgemeiner, dass der Raum Z = C(X,RY) der stetigen Funktionen
(X,dx) — RY fiir einen beliebigen folgenkompakten metrischen Raum (X,dx) Cauchy-
vollstandig ist.
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Konstruktion von f:

Fixiere x € [a, b]. Fiir eine Cauchyfolge in = und festes x ist insbesondere f,(x)
eine Cauchyfolge in RY. RY ist Cauchy-vollstindig. Also gilt punktweise

fulz) — ye RN

Ansatz: Dies definiert eine Funktion

f(z) = lim f,(x)

n—oo
Wir zeigen nun folgende
Behauptungen:
1. f ist stetig, das heisst f € =.

2. ||f — fall < efirn > N(g/2).
Hinweis: Die zweite Aussage impliziert f, % f.

Das Schliisselargument: Fiir 2 € [a,b] gilt wegen der Dreiecksungleichtung

|f(z0) = fu(xo)lrn < [f(20) — fin(@o)|ry + [fm(z0) = fnlzo) |y -

Die Folge fin(z0) — f(zo) konvergiert. W&hlt man daher m > Np(g, o) geniigend
gross, gilt |f(xo) — fm(xo)|lry < &/2 (fiir gegebenes ¢ > 0) sowie ausserdem
m > N(eg/2). Es folgt

|f(930) - fn(xo)‘RN < 5/2 + ||fm - fn“

Fiir n > N(g/2) gilt wegen m > N(¢/2) dann die Ungleichung || fr, — fon || < /2.
Also ergibt sich der folgende

Hilfsatz: Sei e > 0. Dann gilt
[f(20) — fu(zo)lry <&
fiir alle n = N(g/2) und alle xg € [a,b].

Dies zeigt insbesondere Behauptung 2. Abschliessend zeigen wir nun Behaup-
tung 1, d.h. die

Stetigkeit von f: Fiir zwei beliebige Punkte z1, 22 € [a, ] gilt

|f(z1) — f(22) R
< f(@1) = fa(@)lry + [ fa(@1) = fa(@2) Ry + | fu(22) — f(22) |~
(1 (2) (3)

~—

< SHt

Wl ™
Wl m
W ™
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Die letzte Zeile ergibt sich unter folgenden Voraussetzungen

(1) fiir n > N (£) wegen des Hilfsatzes

(2) fir |z1 — x| <6 (fn, %), da f, € E gleichmiissig stetig ist 2.
(3) fiir n > N (&) wieder wegen dem Hilfsatz.

Wir wihlen nun n = N(£). Dann gilt

[f(z1) = flz2)lry < e
unter der Voraussetzung

e

21 — 2| < 6:6(fN(5/6),3) = 3(e) .

Also ist f (gleichmiissig) stetig auf dem Interval [a, b].

2Das Intervall [a, b] ist ein folgenkompakter metrischer Raum.
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18.3 Lipschitz-stetige Funktionen

Wir nennen im folgenden eine Funktion
h:RxRY — RN
(z,y) — h(z,y)
Lipschitz-stetig, falls gilt:
e h ist stetig
o [h(@,y1) — h(z, y2)lrv < M - |y — y2[ry

Hierbeisei M € R eine Konstante. Diese Konstante nennt man Lipschitzkonstante.

18.3.1 Variante

Analog definiert man Lipschitz-stetig auf einem Intervall fiir

h:la,b) xRN — RN

18.3.2 Wichtigstes Beispiel
Sei

h(z,y) = A(z) -y + b(x)
Matrizenmultiplikation

linear in y mit Koeffizienten A(x) und b(x), welche stetig von x abhdngen. Falls
die Matrizeintrige A;j(x),1 < i,j < N aufR (oder [a,b]) durch eine Konstante
C' beschrinkt sind, dann ist die Funktion h(x,y) Lipschitz-stetig mit

M = VN.C

Beweis: Aus 10.3.2 folgt wegen [|A - yllgy < VN - max; | Y ; Aijy;| < VN -
max; ;(|Ai;|) - max; |y;| sofort die Behauptung.

Bemerkung: Sind die Koeffizienten A, ;(z) stetige Funktionen auf einem Intervall
[a,b], dann sind die Funktionen A;;(z) immer beschrénkt durch eine geeignete
Konstante C.
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18.4 Existenz und Eindeutigkeit

FEs sei h mit
h:la,b] xRY — RN

Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante M. Sei gegeben xo € [a,b] und yo € RV,

Dann gilt fir e = M-{/N > 0, dass auf dem Intervall

[a,b] N (—e + x0, 20 + €)
eine eindeutig bestimmte Ldosung der Differentialgleichung
f'(x) = Az, f(2))]
existiert mit der Anfangswertbedingung

flzo) = o

18.4.1 Beweis

Nimmt man an, dass h stetig ist, dann ist die Differentialgleichung mit Anfangs-
bedingung dquivalent zu einer Integralgleichung

f(z) ist differenzierbar auf [a, b]

f(x) ist stetig auf [a, b]
{ f'(@) = h(x, f(x)), f(zo) = yo

f(x)=yo+ f ht, ft) dt <

Beweis der Aquivalenz von links nach rechts: f;;) h(t, f(t)) dt ist wohldefiniert,
da f stetig ist und h (Lipschitz)-stetig, also insbesondere stetig ist. Aus dem
Hauptsatz folgt daher, dass das vektorwertige Integral (komponentenweise de-
finiert)

T

/ W, £(1)) dt

xo

existiert und alle Komponenten in der Variable = differenzierbare Funktion de-
finieren. Der Hauptsatz impliziert ausserdem fiir den Vektor der Ableitungen

fllx) = h(z, f(2))

Beweis der Aquivalenz von rechts nach links: Differenzierbarkeit impliziert Ste-
tigkeit. Aus dem Hauptsatz angewendet auf die Differentialgleichung liefert

flx) = C+/h(t,f(t)) dt

Setzt man z = z¢ folgt f(xzo) = C + [ h(t, f(t)) dt, also C' = yp.

Zo
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Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes

Es wird empfohlen nochmals die Aussage des Fixpunktsatzes zu lesen, (Seite
64). Wir definieren

F

(1]

—
—

~ [
!

(f)
durch

(FUDW%wm+/hmf@)ﬁ.

Beachte, f : [a,b] — R ist stetig, daher ist F(f) : [a,b] — RY auch stetig,
sogar komponentenweise differenzierbar.

Mit Hilfe der Abbildung F': = — = kann man
f(x) ist stetig auf [a, b]

@) =0 + / ht, £(t)) dt

o
in der Form einer dquivalenten Fixpunktgleichung schreiben
F(fy=f , feE.

Es bleibt zu untersuchen, ob F kontraktiv ist. In diesem Fall folgt die Existenz
und Eindeutigkeit dann sofort aus dem Banachschen Fixpunktsatz!

Kontraktivitét:
d=(F(f),F(9)) = d= yo+/h(t7f(t)) dt yo+/h(t79(t)) dt

Def. e Z (h(t, F(0) — R, g(t))) dt .

Durch Abschétzung des vektorwertigen Integrals (benutze 10.3.2 und 13.3.1)
erhélt man

d=(F(f), F(g)) < Lénge([a,b]) - VN - sup |h(t, f(t)) = h(t, g(t))|r~

t€la,b]
Lipschitz
< (b—a)-M-VN- sup |f(t) — g(t)|e~
t€la,b]
= K- dE(f7 g)

wobei £ = (b—a)-M-v/N falls b > a. Falls man die Intervallbreite b—a gentigend
verkleinert, kann man daher erreichen, dass die Konstante x < 1 wird. Dann ist
F kontraktiv.
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18.5 Verheftung

Die Lipschitz-Stetigkeit in der Form von 18.3.1 ist eine sehr starke Bedingung.
Betrachtet man die Aussage von Satz 18.4, dann ergibt sich sofort als Konse-
quenz, dass die Losung der Differentialgleichung nicht nur existiert und eindeutig
ist auf dem Teilintervall [a, b] N (—& 4+ x0, 2o + €), sondern sogar auf ganz [a, b].
Man iiberdeckt dazu das Intervall [a,b] durch iiberlappende Teilintervalle der
Linge ——, und wihlt Hilfspunkte z; in den Uberlappungen. Wendet man den

M+/N’
Satz 18.4 sukzessive fiir alle Hilfspunkte x; an, folgt

Satz: Es sei h : [a,b] x RN — RN Lipschitz-stetig auf dem Intervall [a,b]. Sei
gegeben x¢ € [a,b] und yo € RY. Dann exzistiert auf dem Intervall [a,b] eine
eindeutiq bestimmite Losung der Differentialgleichung

fl@) = h(z, f(2))

mit der Anfangswertbedingung

flzo) = o -

18.5.1 Visualisierung

-

Problem: Die Vektoren kénnen nicht so liegen, etwa fiir f/ = 1+ f:

Die Funktion h(z,y) = 1+y? ist nicht Lipschitz-stetig. In der Tat ist die Losung
der Differentialgleichung f’ = 1 + f2 mit dem Anfangswert f(0) = 0 auf dem
Intervall [0,7/2) der Tangens tan(z) = sin(z)/ cos(x). Die Losung ‘explodiert’
aber bei © = 7/2.
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18.5.2 Lineare Differentialgleichungen

Kombiniert man Satz 18.4 und die Methode 18.0.1 erhéilt man folgende Aussage
iiber lineare Differentialgleichungen auf einem Intervall

Seien a1(x), ...,an(x),b(x) stetige reellwertige Funktionen auf einem Intervall
[a,b]. Seien x¢ € [a,b] und ng,...,nn—1 € R gegeben. Dann besitzt die lineare
Differentialgleichung ()

[60)(@) + ax(a) - 9" (@) &+ an1(2) - /(&) + an(a) - 9(a) = b(o)]

mit den Anfangsbedingungen

g(xo) =10 5 oy "V (20) = Mo

eine eindeutige Lisung g : [a,b] — R, welche n-mal stetig differenzierbar ist auf
[a,b] (im Fall a <b).

Beweis: Die Methode 18.0.1 fiihrt auf die vektorwertige Differentialgleichung
f'(x) = A(z) - f(x) + b(x) fiir die matrixwertige Funktion

00 .. 0 —ap(x)

1 0 ... 0 —ap_1(x)
Az) =] 0 1 0 .. -

0 .. 1 0

00 ... 1 —a(x)

und man kann dann Satz 18.5 anwenden.

Beispiel: Die Funktionen sin(x) resp. cos(z) sind die eindeutig bestimmten (2-
mal differentierbaren) Funktionen auf R, welche die Differentialgleichung ¢” (z)+
g(x) = 0 erfiillen mit der Anfangswertbedingung ¢(0) = 0,¢’(0) = 1 resp.
9(0)=1,4'(0) = 1.

18.5.3 Der Losungsraum

Ist b(z) = 0, dann bilden die Losungen einer linearen Differentialgleichung 18.5.2
auf dem Intervall [a,b] einen reellen Vektorraum von Funktionen, wenn man
die Anfangswertbedingungen weglésst. Denn fiir Losungen g(z) und g(z) und
beliebige Konstanten «, 3 € R ist auch a - g(z) + 8 - g(x) eine Losung, wie man
sofort sieht.

Behauptung: Der R-Vektorraum V' der Lésungen der Differentialgleichung (x)
ist ein endlich dimensionaler R-Vektorraum der Dimension n.

Beweis: Wihle xg € [a, b]. Dann ist die Abbildung
evaly, : V— R" | g(z)— (g(z0), ... g™V (x0))

ein R-linearer Isomorphismus von R-Vektorrdumen. evaly, ist injektiv, wegen
der Eindeutigkeitsaussage von 18.5.2, und surjektiv wegen der Existenzaussage
von 18.5.2.



Kapitel 19

Vertauschungssatze

19.1 Normierte Riume

Unter einem normierten Raum V verstehen wir einen R-Vektorraum V' versehen
mit einer Funktion
[ : V' — Rxo ,

welche eine Norm ist, d.h. die Eigenschaft ||| = 0 <= 2z = 0 hat, und die
Dreiecksungleichung
z+yll < [l + [yl

sowie

Aol = A - loll , fir AeR, veV
erfiillt. Eine solche Norm definiert eine Metrik mittels d(z,y) = ||z — y||.

Definiert die Norm ||.|| auf diese Weise einen vollsténdigen metrischen Raum,
nennt man den normierten Raum (V/ ||.||) einen Banachraum.

19.1.1 Stetige lineare Abbildungen

Eine R-lineare Abbildung
L: V1 — Vé

zwischen normierten Riaumen (Vi ||.||;) ist stetig, genauw dann wenn es eine Kon-
stante C' gibt mit der Eigenschaft

[L(w)[l2 < C [l
fiir alle v € V.

L ()12
vl

Man nennt dann [|L|| = sup,_ die Norm der linearen Abbildung L.
Beweis: Ist L stetig im Punkt Null, dann gilt ||L(v)|l2 < 1 fiir alle |Jv]l1 <
d = 4(1). Dies impliziert obige Ungleichung fiir C = 2/6(1), denn obdA geniigt
es dies fiir Vektoren v der Lénge |[v||s = §/2 zu zeigen. Umgekehrt folgt aus
[L(v)][l2 < C-|lv||ls die Stetigkeit [[v —&[[1 <6 =& = [|[L(v) — L(§)[]2 < e.

Bemerkung: Aus dem Lemmoa folgt, dass eine stetige lineare Abbildung zwischen
normierten Rdumen Cauchyfolgen auf Cauchyfolgen abbildet.

139
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19.2 Der Raum C'(X)

Sei X = [a,b] C R fiir a < b ein abgeschlossenes Intervall und sei (C(X),|.||)
der Banachraum der stetigen Funktionen auf X (siehe 18.1). In diesem Raum
konvergente Folgen nennt man auch gleichmissig konvergente Folgen (stetiger
Funktionen).

Wir definieren C'(X) als den R-Vektorraum der einmal stetig differenzierbaren
Funktionen auf X, versehen mit der Norm

LA = L1+ 1A

Auf dem Unterraum der konstanten Funktionen, den wir mit R identifizieren,
stimmt die Norm ||.||; mit dem reellen Absolutbetrag iiberein. Jede Cauchyfolge
aus diesem Unterraum ist also konvergent.

Differentiation und Integration definieren stetige lineare Abbildungen zwischen
den normierten Réaumen C'(X) und C(X):

Differentiation D: Wegen Lemma 19.1.1 definiert Ableiten D(f) = f’ eine R-
lineare Abbildung

D: (CHX),|.lh) = (C(X), ) »
welche stetig ist wegen |[D(f)|| = [/l < [If/II + L1l = IIf]l1-

Integration /: Umgekehrt definiert Integration I(g) = [ g(t)dt die R-lineare
Abbildung
It (CX) 1D — (CHX), L) -

Diese ist wiederum stetig wegen ||I(g)|l1 = llgll +11(g)|| < (1+b—a)-||g|| wegen
13.3.1.

Offensichtlich gilt D o I = id¢(x) und Kern(D) = R sowie

[C'X) = R + IoD(C'(X))]

wegen dem Hauptsatz.

Satz: Der normierte Raum (C1(X),|.||1) ist Cauchy-vollstindig

Folgerung: Sei f, — f eine gleichmdssig konvergente Folge von stetig diffe-
renzierbaren Funktionen f, auf einem Intervall X = [a,b]. Falls die Folge der
Ableitungen f! gleichmdssig auf X konvergiert, ist die Grenzfunktion f diffe-
renzierbar auf X und es gilt f'(x) = lim,_,o [, (), d.h.

(limnﬁOo fn(x))/ = lim, 0o (fn(x))l .

! Analog definiert man den Raum C™(X) der m-fach stetig differenzierbaren Funktionen
und eine entsprechende Norm || f|lm = [ f™)|| + ... + || f]| und zeigt durch Induktion nach m,
dass (C™(X),]|.|lm) Cauchy-vollsténdig ist.
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Beweis des Satzes: Wir fithren die Vollstindigkeit von C1(X) mit Hilfe des
Hauptsatzes auf die Vollsténdigkeit von C'(X) zuriick.

Ist f,, eine Cauchyfolge in (C*(X),||.||1), dann ist auch D(f,) eine Cauchyfolge
in (C(X), ||.|l). Nach 18.1 konvergiert g, = D(f,) — g. Also konvergiert I(g,) —
I(g), denn I ist stetig. Folglich ist auch

fn = fn _I(gn)

eine Cauchyfolge in (C*(X),|.]l1), jetzt mit der Eigenschaft (f,) = 0. Die
fn = cn sind daher konstante Funktionen auf X (Hauptsatz). Cauchyfolgen
konstanter Funktionen in (C!(X),||.||1) konvergieren aber, wie bereits bemerkt.
Weil jetzt ¢, und I(g,) konvergieren, konvergiert auch

fn:Cn+I(gn>:Cn+IoD(fn)-

Beweis der Folgerung: Nach den Voraussetzungen ist f, eine Cauchyfolge in
(CH(X),||-Il1). Diese konvergiert in (C*(X),|.||1) nach obigem Satz, und zwar
dann notwendigerweise (!) zu der Funktion f, denn die Abbildung f — f von
Cl(X) — C(X) ist stetig. Die Folgerung ergibt sich dann unmittelbar aus der
Stetigkeit der Abbildung D.
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19.3 Das Beispiel der Potenzreihen

Sei
oo
P(z) = Z anx™ = ag + a1z + asz? + ...
n=0

eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten a,,. Fiir x = 0 konvergiert diese Reihe.
Sei R das Supremum aller 0 < r € R, fiir die die Potenzreihe konvergiert, oder
R = o0, falls diese Menge unbeschréinkt ist. Man nennt R den Konvergenzradius
der Potenzreihe.

Eine Potenzreihe konvergiert fiir alle z € R mit || < R und divergiert fiir alle
x mit |z| > R, denn
19.3.1 Konvergenzlemma

Konvergiert eine Potenzreihe im Punkt xq # 0, dann konvergiert sie in jedem
Punkt x € R mit |z| < |zo| absolut.

Beweis: Wir benutzen das Cauchykriterium fiir Reihen. Es geniigt zu zeigen

m m m
1> e’ < laiat| < |- wfzol’ < e
i=n i=n 1=n

fiir n,m > N (e). Dies ist aber klar wegen ¢ = [2/zo| < 1 und der Beschréinktheit
der Folge |a;z}| nach 9.1.1.

Bemerkung: Sei I C (—R, R) ein abgeschlossenes Intervall. Obiges Konvergenz-
argument zeigt sogar, dass die Folge der stetigen Funktionen (Polynome)

eine Cauchyfolge in (C(I), ||.||) ist. Somit gilt nach 18.2
Folgerung: Die Folge f,(x) konvergiert gleichmdssig auf I.

Die formal abgeleitete Potenzreihe, und ebenso die formal integrierte Potenz-
reihe, besitzt denselben Konvergenzradius wie die urspriingliche Potenzreihe.
Beachte limi_,ooiﬁ = 1, denn iTT = 1 + ¢; fiir ¢; > 0. Daher gilt nach
der binomischen Formel i > 1+ (i — 1)¢; + Wléﬁcf + .... Dies impliziert
2 < (z—l?ﬁ fiir i > 3. Also ist ¢? ein Nullfolge, somit auch ¢; (rechtsseitige
Stetigkeit der Wurzelfunktion im Punkt Null). Daraus folgt wegen

m m
i <Y Jaswh] - ol Tt 11+ e/l
i=n i=n

die Konvergenz der formal abgeleiteten Potenzreihe auf dem offenen Intervall
(=R, R). Beachte |(1 + ¢;)z/xo| < ¢ < 1 fiir alle geniigend grossen i. Auf jedem
abgeschlossenen Teilintervall I C (—R, R) kann man daher auf die Folge der
Partialsummen die Folgerung von Abschnitt 19.2 anwenden, und erhélt
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19.3.2 Gliedweises Ableiten von Potenzreihen

Ist der Konvergenzradius R der Potenzreihe Y anx™ positiv, dann konvergiert
die Potenzreihe, ebenso wie ihre formalen Ableitungen, absolut und gleichmidssig
in jedem angeschlossenen Teilintervall I C (—R, R). Die Grenzfunktion

flx) = Z anx"
n=0

definiert eine unendlich oft differenzierbare Funktion auf dem Intervall (—R, R).
Die Ableitung f'(x) ist auf (—R, R) gegeben durch die konvergente Potenzreihe

f/(x) — Zn . anxnil ,
n=0
und eine Stammfunktion F(x) von f(x) ist gegeben durch die Potenzreihe

a
Flay=2 5"
—ntl

o0

1.Beispiel: Die Potenzreihe f(z) = > o (%)2" hat Konvergenzradius R = 1
und durch gliedweises Ableiten zeigt man (1 4+ z)f'(z) = «a - f(x). Also ist
f(x) = (14 2)* auf (—1,1) (die eindeutige bestimmte Losung dieser Differenti-
algleichung mit f(0) = 1).

2.Beispiel: Durch gliedweises Integrieren der Potenzreihe i = ZZOZO " vom
Konvergenzradius R = 1 erhélt man die Potenzreihendarstellung des Logarith-
mus auf dem Intervall (—1,1) in der Form —log(1 — ) = 2 +2%/2+23/3+---.

Durch m-faches Ableiten und anschliessendes Einsetzen von x = 0 folgt aus
19.3.2 sofort der

19.3.3 Identitissatz

Seien f(z) = Y oo janz™ und g(x) = > o7 byx™ Potenzreihen mit positivem
Konvergenzradius. Gilt dann

f(z) = g(x)
fiir alle x aus einem offenen Intervall um Null (innerhalb der beiden Konver-
genzbereiche), dann folgt fiir alle m >0

A, = by, .

Beweis: Aus 19.3.2 folgt durch gliedweises Ableiten der Reihen

AR 9™ (0)
ol n!

und b, =

n

Nach Annahme stimmen f(z) und g(z) in der Umgebung von 0 iiberein. Daher
gilt f((0) = ¢(™(0). Also a,, = b,.
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19.4 Partielle Ableitungen

Fiir den Rest des Kapitels sei X = [ay,b;1] X [az, b2] ein abgeschlossener ‘Qua-
der’ im R?. Versehen mit der Euklidschen Metrik, ist X ein folgenkompakter

metrischer Raum?.

Fiir eine reellwertige Funktion f(x,y) auf X kann man die Einschrinkungen
f(xo,y) (zo € [a1,b1] fixiert) und f(z,yo) (yo € [ag, bo] fixiert) auf die Achsen-
parallelen betrachten.

Warnung: Die Stetigkeit all dieser Einschrinkungen impliziert noch nicht die
Stetigkeit von f, obwohl dies umgekehrt der Fall ist.

Sind die obigen Einschrinkungen f(x,yo) fiir yo € [ag,bs] alle differenzierbar,
sagt man f ist partiell differenzierbar auf X in der Variable z, und man schreibt
wahlweise

& fa9) = o () = foloy) = Dif(@,)

Hierbei wird y beim Ableiten als Konstante aufgefasst. Analog erkléirt man

d 0
@f(xﬂy) = aiyf(:my) = fy(x7y) = DZf(x7y)

und nennt dies die partiellen Ableitungen der Funktion f nach z beziehungs-
weise y. Natiirlich kann man jetzt auch wieder Funktionen betrachten, fiir die
hohere partielle Ableitungen existieren. Diese werden definiert durch sukzes-
sives Ableiten, indem man nacheinander immer eine der beiden Variablen als
konstant betrachtet und nach der anderen Variable differenziert.

Beispiel: Fiir die Funktion f(z,y) = 22 — 3zy + y° existieren alle hoheren par-
tiellen Ableitungen. Man erhilt etwa

B) B B B )
%f(:v,y)—% 3y @f(x,y)— 3z + 3y

2

2 2 A 2
und 25 f(z,y) = 2 und Z,a—ny(ab,y) = 6y sowie —8gayf(x,y) =-3= 732333]0(37,?4)'

Man sieht in diesem Beispiel, dass die gemischten zweiten partiellen Ableitun-
gen nicht von der Reihenfolge der Ableitungen abhéingen. Dies ist keineswegs
immer richtig (siehe Ubungsblatt). Dennoch ist dies fiir zweimal stetig partiell
differenzierbare Abbildungen der Fall, wie wir in Satz 19.7 zeigen werden.

Wir definieren C*?(X) als den Raum aller reellwertigen stetigen Funktionen
f auf X fiir welche beliebige partielle Ableitung von f bis zur Ordnung a in
0/90z und bis zur Ordnung b in 9/9Jy existieren (in beliebiger Anordnung!), und
zwar so, dass diese partiellen Ableitungen als Funktionen von beiden Variablen
stetige Funktionen auf ganz X definieren. C™(X) sei der Durchschnitt aller
C**(X) fiir a +b < m. C>®(U) sind die unendlich oft partiell differenzierbaren
Funktionen auf U.

2Wir beschriinken uns hier auf 2 Variable, da dies keine wirklich wesentliche Einschrinkung
bedeutet. Alles gesagte lasst sich in offensichtlicher Weise auf den Fall von n > 2 Variablen
verallgemeinern.
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19.5 Vertauschung von Differentiation und In-
tegration

Ist f eine Funktion aus C1:°(X), dann sind f(z,y) und D; f(z,y) stetige Funk-
tionen auf X. Letzteres definiert die obere Zeile des folgenden

19.5.1 Diagramms

CHO(X) - CO0(X)

| 2

CLL(X) > COL(X)

Die untere Zeile ist ebenso offensichtlich definiert. Die vertikalen Abbildungen
seien durch die Formel

L)) = [ " fa,t)dt

definiert. Diese Integrale sind definiert, da f als Einschrinkung einer stetigen
Funktion stetig auf {zo} X [az, by] C X ist. Zu zeigen ist I(f) € CO1(X) fiir
stetiges f (rechte Seite), beziehungsweise Ir(f) € CbY(X) fiir f € CHO(X)
(linke Seite).

Rechte Seite: Do(I5(f)) = f ist stetig auf X. Es bleibt zu zeigen, dass I5(f) ste-
tig auf X ist, wenn f stetig auf X ist. Da X folgenkompakt ist, ist f gleichméssig
stetig. Also |f(z1,y1) — f(m2,y2)| < € fiir ||(z1 — T2,y1 — y2)|| < & = d(g). Der
Betrag von

Y2
asz

L) @) - () (2. 42) = /yzf@cht)dt b [0 - s

lasst sich somit durch

1 — sl - 1]l + [b2—asl €

abschitzen im Fall ||(x1 — x2,y1 — y2)|| < 0. Fiir 0 klein genug, wird diese
Schranke fiir festes f beliebig klein. Somit ist I5(f) stetig auf X.

Linke Seite: Fiir f € C1%(X) und g := Iy(f) miissen g, D1g, D2g, D1 Dog und
Dy D1 g existieren und stetig sein auf X. Dass g = I5(f) stetig ist wurde oben
bereits bewiesen. Wegen dem Hauptsatz (!) reduziert sich daher alles auf die
Stetigkeit der Funktionen D1g und DyD;1g. Angenommen wir wiissten

DiIhf =LD:f .

Dann wire natiirlich D1g = D1If = LD, f € I,(C(X)) C C%(X) C C(X)
(siehe Beweis von ‘Rechte Seite’). Weiterhin DaD1g = DoD11Isf = Dols Dy f =
D, f nach dem Hauptsatz, also DoD1g = D1 f € C(X) wegen der Annahme. Es
geniigt somit die
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19.5.2 Kommutativitit des Diagramms

Es gilt| D11>(f) = LD (f) | fiir alle f € C1O(X).

Beweis: Der rechte Term I D1(f) ist offensichtlich definiert. Linksseitig ist zu
zeigen, dass I>(f)(z,y) partiell nach x differenzierbar ist und dass die Ablei-
tung D1 I5(f) gleich IsD1(f) ist. ObdA kénnen wir hierfiir y = be annehmen.
Betrachte den Differenzenquotient

L(f)(2,b2) — Io(f) (20, b2) -

T — X0

Az, x9) =

Da D, f gleichmissig (!) stetig auf X ist, gilt | Dy f(z1,y1) — D1f (22, y2)| < € fiir
x (1, 1). (22.11)) < 0 = 8(2). Wogen 101500 — D f(a 4,z —0) 1
fiir ein 0 < 0y < 1 (Mittelwertsatz) kann der Absolutbetrag von

b2
A(z,w0) — I Dy f(20,b2) = / [D1f (w0 + 01 - (x — x0),t) — Dy f (w0, t)]dt

az
durch
|b2—a2\ max ‘le(.’t()-f—gt ($—$0),t) —le(xo,t”

telaz,bs]

abgeschiitzt werden - oder durch |by — agl| - €, falls |z — z¢| < § = §(¢) (denn
das impliziert dx(xo + 0; - (v — o), 1), (o, t)) < ). Also existiert der Limes
Dy(I2f)(z,y) = limg—z, Az, o) und ist gleich IoD; f(z,y) (hier obdA bewie-
sen im Punkt (z,y) = (zg,b2)). Damit ist die Aussage gezeigt. O

Natiirlich kann man die Rolle von = und y vertauschen, und erhélt analog

Dol = I} Dy auf CUY(X) fiir I (f)(z,y) = f;l f(s,y)ds.

19.6 Fubini (erste Version)

Das Diagram

CO0(X) —> C1(X)

CO,l(X) L>C1’1(X)

kommutiert, das heisst es gilt

|LLx(f) = LL(f) |

fiir alle stetigen Funktionen f auf X.

Beweis: Dass die Abbildungen im Sinne des Diagramms wohldefiniert sind, zeigt
man leicht unter Benutzung von 19.5.2. Wir iiberlassen dies als Ubungsaufgabe.

Aus dem Hauptsatz folgt

DI Ix(f) = I(f) -
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Analog, wegen I;(f) € C*%(X) und 19.5.2
D11y (f) = LD (f) = I2(f) -

Die Ableitung Dy g der Differenz g = I Ir(f) —I211(f) ist also Null. Die Funktion
g(z,y) ist somit konstant in x. Aber dann ist wie behauptet g = 0, denn

g(m,y)zg(al,y)Z/:l...—/:</:l f(s,t)ds)dtzO—O:O

wegen f;ll ..= 0 und fi 0dt = 0.

19.7 Vertauschung von Ableitungen

Das Diagram

Cl’l(X) i) Cl’O(X)

Dli lDl

CO=1(X) &) CO’O(X)

kommutiert, das heisst es gilt

’D1D2(f) = DyD1(f) ‘

fiir alle Funktionen f aus Ct1(X).

Beweis: Die Abbildungen des Diagramms sind trivialerweise definiert. Fiir f €
CY1(X) ist natiirlich Dy f € C*9(X) etc.

Umgekehrt ist fiir g € C1°(X) die Funktion f = I3(g) in C*1(X) nach 19.5.1.
Nach 19.5.2 gilt daher

Dy D115(g) = D212D1(g) = Di(g)
letzteres wegen dem Hauptsatz. Analog wegen dem Hauptsatz
D1D215(g) = D1(yg) -

Also annuliert die lineare Abbildung Dy Dy — Dy Dy den Teilraum I(C10(X))
von C11(X). Anderseits zeigt man wie im Fall einer Variable in 19.2

CYH(X) = CY([a1, b)) + oo Da(CHY(X)) .

Der rechte Teilraum Iy0 Do(CHY(X)) C Ir(CHO(X)) wird von Dy Dy — Do Dy an-
nuliert. Trivialerweise annuliert aber Dy Dy — Dy D7 Funktionen in C*([ay, b1]),
da diese nur von der xz-Variable abhidngen, und Ableiten nach Dy solche Funk-
tionen sowie deren Ableitungen annulieren. Also verschwindet DDy — Do Dy
auf ganz C11(X) wie behauptet.[]

Allgemeiner: Durch Induktion folgt, dass fiir Funktionen in C™(X) gemischte
partielle Ableitungen bis zur Ordnung < m nicht von der Reihenfolge abhangen.
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Kapitel 20

Alternierende
Differentialformen

20.1 Offene Mengen

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U C X heisst offen, wenn ihr
Komplement X \ U abgeschlossen ist. Man beachte die Aquivalenz folgender
Aussagen

(i) U ist offen in (X,d).

(ii) Fiir jeden Punkt & € U existiert ein € > 0 so, dass die offene Kugel
K.(§) ={rc X | d(z,§) <e} inU liegt.

Beweis: (i) = (ii): Sei A das abgeschlossene Komplement von U. Gébe es fiir
festes £ € U kein € wie behauptet, konnte man eine Folge von Punkten a,, €
ANK 1 (¢) finden. Die Folge a,, konvergiert dann gegen £. Da A abgeschlossen
ist, folgt £ € A. Ein Widerspruch. Dies zeigt (ii).

(i) ==(ii): Sei A das Komplement von U in X, sowie a,, eine in (X, d) konver-
gente Folge mit Grenzwert £. Wir miissen zeigen £ € A. Angenommen £ € U,
dann gébe es eine Kugel K. () C U deren Durchschnitt mit A leer ist. Somit
an ¢ K:(¢) firr alle n € N im Widerspruch zu d(a,,&) < ¢ fir alle n > N(¢).
Dies zeigt 1.

149
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20.2 Das A-Produkt

Sei U C R™ offen. Wir betrachten Teilmengen I C {1,..,n} der festen Kardina-
litét |I| = ¢ und Ausdriicke der Gestalt

w(zr) = Z wr(z)dzr .
I,|1|=i

Sind hierbei alle Koeffizienten wy(x) € C°°(U), nennen wir w eine alternierende
i-Form auf U. Den R-Vektorraum aller alternierende i-Formen auf U bezeichnen
wir mit

AYU).

Schreibweise: Sei I = {ny,..,n;} mit n; < ... < n,;, dann schreiben wir auch
dry; = dzy, A ... A\ dz,, sowie dry = 1. Fiir die einelementigen Teilmengen
I = {i} schreiben wir meistens dx; anstelle von dz ;).

Wir erhalten fiir A*(U) = @;_, A (U)
o A%U)=C>(U)
o AU)=C>®U) -dx1®---dC>®({U) - dxy,
°

e A"(U)=C>®U) -dz1 A ... Ndzy,

Das A-Produkt: Wir definieren dx; A doy = 0, falls I N J # (. Anderen-
falls setzen wir daxy A dzy; = sign(o)dr,y, wobei o die Permutation ist, wel-
che ni,..,n4,mq,..,m; in eine aufsteigende Reihenfolge bringt. Hierbei seien
ny < .. < mn;und m; < ... < my; so gewdhlt, dass dry = dx,, N .. Adry,
und dzj = dTm, N .. N\ drpy,; gilt. Wir erhalten eine wohldefinierte R-bilineare
Abbildung?

ANU) x A(U) 2 A(U)

(Zwl(x)dmj, ZwJ(:r)d:vJ) — Z Zw;(x)uu(x) ~dxp Ndxy .
1 J I J
Das A-Produkt ist per Definition distributiv.

Beispiel: Aus der Definition des A-Produkts folgt unmittelbar
o dr; Ndx; =0

o dr; Ndx; = —dx; A dx;

Allgemeiner gilt nach Definition dx; A dvy = (=1)IVldz; A dxy. Also fiir be-
liebige n € AY(U) und w € A (U)

’ nsz(—l)ij-w/\n‘.

LWir zeigen spiter, dass das A-Produkt assoziativ ist (dey Adj)Adrg = dey A(deg Adeg).
Da es offensichtlich distributiv ist, wird dadurch A®(U) zu einem (nichtkommutativen) Ring.
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20.3 Die Cartanableitung d

Wir definieren nun eine Serie von Ableitungen

d

N (A

AVU) - AYD) LoAnU) - At ) =0 .

durch

d(Zw;(m)dwz) = ZZ 6iiw1(x) ~dz; Nz .

I =1

Beispiel: Fiir eine Funktion f(z) € A%(U) = C*°(U) bedeutet dies gerade

Y@) =Y o f(a) do;
i=1 "

Man nennt dann df € A'(U) das totale Differential von f (im Prinzip ist es
dasselbe wie die Jacobimatrix von f, nur etwas anders geschrieben).

Spezialfall: Ist f(x) = x; die die i-te Koordinatenfunktion, das heisst die Zu-
sammensetzung U — R” 2% R, dann gilt

df=1~dxi:da:i.

Also kurz d(x;) = dx;. Achtung: Dies erklirt die Schreibweise dz; = dx;.

20.4 Produktformel

Fiir n € AY(U) und w € AI(U) gilt

’d(n/\w):dn/\w—&—(—l)in/\dw‘.

Beweis: Wegen der Bilinearitéit des A-Produkts kénnen wir obdA annehmen
n = f(z) dey und w = g(z) - dz; fir f,g € C°(U). Dann gilt

dn ANw) =d(fgdxr Ndxy) =d(fg)dxr Ndxy

nach Definition der Cartanableitung. Die iibliche Produktformel fiir die partiel-
len Ableitungen einer Funktion liefert

d(fg) = gdf + fdg .

Also d(n Aw) = (gd(f) + fd(g)) A (dz; ANdzy) = d(f)dxr A gdxy + (1) fdzr A
(d(g) Ndxy) = dnAw+ (—1)'n A dw. Hierbei wurde benutzt dz; A (dz; Adz ;) =
(drx; Ndzp)Ndxy = (=1)(dxr Adx;) Adz g = (—1)'dar A(dz; Adx y) vermdge des
Assoziativgesetzes. Dies beweisen wir spiter und bleibt hier als Ubungsaufgabe?.

2Fiir (dey Ady)Adzg = dor A(dz g Adeg) benutze Induktion nach i+ j+k und bei festem
i+ j+k Induktion nach max(i, j, k). Der Induktionsanfang i = j = k = 1 ist trivial. Sei j > 1,
also dx ; = dxy Adzy . Dann gilt (derAde j)Ade kg = (derA(deyAdey))Ade g = ((depAdxg)A
dxv) Ndr g = (dajj /\d:EU) A (d:EV /\d:l:K) =dx; N (dwU A (dxv /\de)) =dx; A (d:rJ /\de).
Ist k > 1 und deg = dzy A dzy, dann dzy A (dey Adeg) = dep A (deg A (dey Aday)) =
dxy N ((dl‘J A dIU) A dxv) = (dm[ A (dﬁJ A de)) ANdxy = ((d:C[ A de) A d:tU) Ndxy =
(dzy ANdzy) A (dey Adey) = (dep Adxy) A dzg. Analog fiir ¢ > 1.
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20.5 Cup und Cap

Setze

’dl‘demjzs-d.'L‘J\{B}‘

im Fall 8 ¢ J und

im Fall 8 € J mit dem eindeutig bestimmten Vorzeichen ¢ € {£1} so, dass
drg Ne - dl‘J\{@} =dzy.

Der Operator E: Wir definieren einen R-linearen Operator
E: A(U) — A~YU)
durch E(Y  jwy-dey) =3 ;30 wi(@)eg - (deg Vv dey).

20.5.1 Ein Hilfssatz
U C R" sei offen und sternférmig®. Dann ist fiir f(z) € C*°(U) das Integral

1O(f) = [ f(tz) dt

definiert, und ist selbst wieder eine Funktion in C*°(U). Siehe 19.5.2.

Fiir f(x) € C*°(U) setzen wir f, = %f(x). Wegen & f(tz) =t qfo und
fla) =t f(tz)], = [} (¢ f(tz))dt im Fall j > 0 folgt dann

Hilfssatz: f(z) = j - IV D(f)(@) + X0, 2aI9)(fa)(z), falls j > 0.

20.5.2 Der Operator /

Fiir j > 0 definiert I(w) = E(Y_; IU=Y(wy) - dx,), oder ausgeschrieben I(w) =
> 19D (wy)zs - (dxg V day), einen R-linearen Operator

1 A(U) — AU)]

Bemerkung: I oI =0 (wird nicht bendtigt).

3Das bedeute, es gibt einen Punkt xo € U, so dass fiir alle z € U die Verbindungsgerade
20 + {tz | 0 <t <1} in U liegt. Wir nehmen zur Vereinfachung der Notation zg = 0 an.
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20.6 Der Differentialformenkomplex
Die zweimalige Hintereinanderausfihrung der Cartanableitung
d*: A U) — A™2(U)

st die Nullabildung
d?>=0]|.

Beweis: Sei i = 0, dann ist d2(f) = d(>"_, 32 f(z) - dz,,), oder

u=1 oz,

d*(f) :Zza%@ (x) - dzy, ANdz,, .

v=1 pu=1

Da dx, A dx, alternierend in v und p ist, und andererseits die zweiten parti-
ellen Ableitungen symmetrisch in v und p sind nach 19.7, verschwindet dieser
Ausdruck. Damit ist der Fall ¢ = 0 gezeigt.

Im Fall i > 0 sei obdA w = f(z)dz; fiir f € C°(X), und wir benutzen die
Produktformel: Damit ist d?w = d(df A dz; + (—1)°fd(dzr)) = d(df A dzr) =
d(df) Adzr + (=1)Ydf Ad(dxr) = 0 wegen d(df) = 0 (der Spezialfall i = 0) und
wegen d(dxy) = d(1-dzy) = 0 (Definition der Cartanableitung). O

Wir haben gezeigt, dass alle exakten Formen w = dn geschlossene Formen sind:
dw = d*n = 0. Die Umkehrung gilt fiir Differentialformen vom Grade > 0 auch.

20.6.1 Das Poincare Lemma
Sei U C R™ offen und sternformig und w € AJ(U). Dann gilt
o do=0firj>0 = 3IneAYU) mitw=dn.

o do=0imFalj=0 = we A°U) ist lokalkonstant.

Fiir j = 0 folgt das Poincare Lemma aus 21.4. Fiir 7 > 0 setzt man n = I(w),
und im Fall dw = 0 folgt dann w = dn unmittelbar aus der

20.6.2 Die Homotopieformel

(dol+Tod)w = w].

Die Homotopieformel ist linear in w. Daher geniigt zum Beweis dieser Formel
anzunehmen, dass das Differential die Gestalt w = f(x) - dx; besitzt.
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20.6.3 Beweis der Homotopieformel

L.Schritt. Es gilt I(w) = IV (f) - Y 5,25 - (dzg V dz ). Nach der Produkt-
formel fiir die Cartanableitung ist daher (d o I')(w) gleich

d([u—n(f)) A (Zm.mﬂvdm)) n I(j_l)(f)-d(2x5~(dx5vde)) .

BeJ BeJ

Beachte: dIV=V(f) = Y (9a fol =L f(ta)dt) - dogy = Za(fol t1=10, f (tx)dt) -
dre = Za(fol t fo(tz)dt) - dzy =3, 1Y) (fa) - dze wegen dem Vertauschungs-
satz 19.5.2 und der Kettenregel. Deshalb ist (d o I')(w) gleich

(Zj(j)(fa).dxa)/\ (ng-(dxg\/d:w)) + [J]-197D(f) - day
a BeJ

oder

(dol)(w) = (Zl(j)(fa)-dxa)/\ (Zm5~(dx5\/dxj))

ag¢J BeJ

+ (X @al9(fa) -day) + [J]-1970(F) - day -
a=peJ

2.Schritt: Andererseits ist (I o d)(w) = I1(3 ¢ fa - dza A dzy) gleich

Zl(j)(fa) Z x5~(dx,3\/(d$a/\de>)

ag¢J Befatul

oder

(Iod)(w) = (Z I(j)(fa)zycg-(dxgv(dxa/\de)))

ag¢J BeJ

+ > wodY(fo) day
a=p¢J

3.Schritt. Die jeweils ersten Terme in beiden Formeln unterscheiden sich nur um
ein Vorzeichen?, und heben sich deshalb bei der Addition der beiden Formeln
weg. Addition der Formeln in Schritt 1 und 2 liefert daher

(dI + Id)(w) = [J] - TV7(f) - day + O 2alP (fa)) -doy = f(z) - doy = w

nach Hilfsatz 20.5.1. O

Bemerkung: Im Grad Null gilt (I od)f(x) = f(x) — f(0) wie man leicht zeigt.

tdza A (dzg Vdry) = —dzg V (dza Adzy) falls 3 € J und o ¢ J
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20.6.4 Der eindimensionale Fall

Sei nun U eine offene Teilmenge in R. Dann reduziert sich im Differentialfor-
menkomplex alles auf die Grade 0 und 1.

AVU) = C=(U) —4> AN U) = C=(U) - da

wobei fiir f(x) € C°°(U) die Ableitung df die 1-Form

df(x) = f'(z)-dax
ist. Andererseits ist

AVU) = C®(U) <L— AYU) = C=(U) - da

dann I(g(z) - dz) = ([ g(te)dt)E(dzx) = [, g(tz)x dt = [T g(t)dt, also die
iibliche Stammfunktion

IHoa) - ds) = [ " (e

0

von g(z) auf U. Das Poincare Lemma ist daher in diesem Fall im Grunde ge-
nommen fast schon der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung einer
Variable: Im Grad j = 1 besagt es, dass jede Funktion g(x) € C*°(U) eine
Stammfunktion besitzt, da im letzten Grad j = n (hier ist n = 1) automatisch
fiir jede Differentialform dw = 0 gilt. Im Grad 0 besagt dann das Poincare Lem-
ma, dass eine Stammfunktion eindeutig ist bis auf eine lokalkonstante Funktion.

Allerdings gibt es zwei Einschrinkungen

e Erstens: Wir beschriinken uns auf C'*°-Funktion anstelle von stetigen Funk-
tionen

e Zweiten: Es gibt keine direkte Verbindung der Aussage des Poincare Lem-
mas zur Integrationstheorie (obwohl dies fiir den Beweis des Poincare Lem-
mas natiirlich so nicht zutrifft).

Zum zweiten Punkt ist zu sagen, dass erst der Satz von Stokes (siche Analysis
III) die noch fehlende Verbindung zur Integrationstheorie herstellen wird. Die
hoherdimensionale Integrationstheorie selbst wird zudem vorher noch entwickelt
werden miissen. Diese Integrationstheorie ist fiir sich genommen im Grunde
eigentlich subtiler als der genannte Satz von Stokes, und wird uns lédngere Zeit
beschiftigen.
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20.7 Maxwellgleichung

Betrachte R* mit den Koordinaten (z,, z, t). Die Lichtgeschwindigkeit sei ¢ = 1
und die Lorentz Metrik sei gegeben durch die Matrix diag(—1,—1,—1,1). Die
Strom- und Ladungsdichte wird definiert durch eine 3-Form im R*

n=—j1-dyNdzANdt—jo-dzANdx ANdt —js-de NdyNdt+p-deNdyANdz .
Der Erhaltungssatz fiir die Ladung besagt
dn=0.
Nimmt man idealisiert an 7 € C°°(R?), dann gilt nach dem Poincare Lemma
n = dw
fiir eine Form w € A?(R%)

w=Dy-dyndz+Dy-dzANdx+ Ds-dr ANdy— Hidz ANdt — Hady Ndt — Hzdz Adt .

Maxwellgleichung: Betrachte nun die 2-Form

w=DBy-dyndz+ Bs-dzANdx+ Bs-dx Ndy + E1dx ANdt + Exdy ANdt + Esdz ANdt .
Es gilt
@ = ip-+w = iu(Hy-dyNdz+Hy-dzAdx+ Hs-deAdy+ Dy dx Adt+ DadyAdt+DsdzAdt)

Hierbei ist pue =1 und D; = ¢E; = ,u_lEi und H; = M_lew (u ist die magneti-
sche Permeabilitéit). Die Maxwell Gleichungen® lauten dann

dw)y=0 , dow=n.
Man hat die 1-Form
*n = i(j1dx + jody + jsdz + p - dt) .

Lorentz-Kraftdichte Die Kraftdichte und Energiedichte ist dual zu —i(xn) V @,
also p - (xn) Aw

5Im Vakuum ist p eine Konstante und kann in der Maxwellgleichung auch weggelassen
werden.



Kapitel 21

Mehrdimensionale
Differentiation

21.1 Approximation und Landausymbole

Seien (V. ||.||) und (W, ].||) zwei Banachrdume. Sei U C V eine offene Teilmenge
und sei

fU—-Ww
eine Funktion. Fiir gegebenes ¢ € U schreiben wir
f(x) = o(x —¢)
falls eine Funktion H : U — W existiert mit der Eigenschaft
f(@) = llz = ¢llv - H(x)
tim [H(z) | = 0.
Das heisst, H(x) ist stetig im Punkt & mit H(§) = 0.

Man sieht sofort, das fiir Funktionen fi(z) und fa(z) auf U mit Werten in W
gilt: fi(x) =o0(x — &) = a- fr(x) + - fo2(z) = o(x — &) fiir alle o, B € R.

21.2 Differenzierbarkeit

Seien (V, ||.]) und (W, ]|.||) zwei Banachriume. Sei U C V eine offene Teilmenge
und sei
f:U—-W

eine Funktion.
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Definition: f heisst differenzierbar im Punkt & € U, wenn es eine stetige R-lineare
Abbildung L : V — W gibt, so dass gilt (*)

f@) =) - Lz =¢&) = o(z =) .

Die stetige lineare Abbildung ist dann eindeutig bestimmt durch f und &, und
heisst das Differential der Abbildung f im Punkt & und wir schreiben

L=Df() .

Beweis: Gébe es zwei lineare Abbildungen mit der Eigenschaft (*), hitte die
Differenz L = L; — Ly (wieder eine stetige R-lineare Abbildung) die Eigenschaft

Lz =¢§) = oz —¢)

auf U. Das heisst
Lz —¢) = [lz =&l - H(x)
fiir alle v = 2 — £ € K.(0) und ein geeignetes ¢ > 0, da U offen ist. Es folgt!

IL|| = sup 7HL(U)HW = g 7||L(U)HW
v#£0 ||'UHV [[v||=1/n ||UHV
L
—limnn sup EOW o 4w =0
foll=1/n  llvllv vHE—¢

Beachte 1/n < ¢ fur geniigend grosses n. Also gilt ||L|| = 0. Somit ||L(v)|| <
[IZ]| - [Jv]l = 0 [Jv]] = 0 und daher L(v) = 0. Das heisst Ly = Lo.

21.3 Fundamentale Eigenschaften

21.3.1 Affin lineare Abbildungen

Seien (V,||.|), (W, ||.||) Banachrdume, ¢ € W eine Konstante und L : V — W
stetige R-linear. Dann ist die affin lineare Abbildung f(x) = ¢+ L(x) differen-
zierbar auf ganz V. und hat in jedem Punkt £ € V' die Ableitung

D) =1L .
Der Beweis ist trivial, denn f(z)— f(§) — L(z—¢) ist identisch Null, also o(z—¢).

21.3.2 Eine Reduktion

Eine Abbildung f mit Werten in dem Euklidschen Vektorraum W = R"™ besteht
aus m reellwertigen Abbildungen fi, ..., f (den Komponenten von f)

fi(z)
f2(z)
flz) = :
Jm-1()
fm(z)

!Beachte ||L|| = supjjy|j=c UL gy beliebiges ¢ # 0

llv1l
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Es gilt: f(x) ist differenzierbar im Punkt £ genau dann, wenn jede der Kompo-
nenten f1(x), ..., fm(x) differenzierbar ist im Punkt €.

Beweis: Die durch f(z) — f(§) — L(z — &) = ||z — &]|| - H(x) definierte vektor-
wertige Funktion H (z) konvergiert gegen Null fiir © — £ genau dann, wenn ihre
Komponenten Hy(x), ..., H, () gegen Null konvergieren fiir z — £. Siehe 10.3.2.
Analog ist L stetig und R-linear genau dann, wenn alle Komponenten Ly, .., L,,
stetige R-Linearformen sind.

21.3.3 Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit
Ist f differenzierbar im Punkt &, dann ist f stetig im Punkt €.
Dies gilt analog zu 14.5. Der Beweis iibertrégt sich wortlich.

21.3.4 Kettenregel
Seien U, V, W Banachrdume und Uy C U, V; C V offene Teilmengen. Gegeben

U04f>V04g>Wo

Dann gilt: Ist f differenzierbar im Punkt £ und ist g differenzierbar im Punkt
n, dann ist die Zusammensetzung g o f differenzierbar im Punkt & und es gilt

[D(go f)(€) = Dg(n)oDf(&)].

Auf der rechten Seite steht die Komposition der Ableitungen D f und Dg, also
eine stetige R-lineare Abbildung. Der Beweis von 15.6 iibertrigt sich daher
wortlich.
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21.4 Die Jacobi-Matrix

Sei nun U C R" eine offene Teilmenge des Euklidschen Raums und
f:U—=R™
eine im Punkt ¢ € U differenzierbare Abbildung.

Fiir geniigend kleines ¢ > 0 und ¢ € (—¢,¢) liegt 4, (t) = £ +1t-e, in U (e, der v-
te Basisvektor). Bezeichne p, : R™ — R die Projektion auf die p-te Koordinate.
Die drei Funktionen 4, (affin linear), f und p,, (linear) sind differenzierbar. Nach
der Kettenregel ist daher auch die Zusammensetzung

fM(§1)"7£U—17£V+t7£V+17""§7l) = pﬂofoil/(t)

eine differenzierbare Funktion, definiert auf dem Intervall (—e,¢) mit R. Dies
zeigt, dass f partiell nach der v-ten Variable im Punkt & abgeleitet werden
kann. Mehr noch: Die Kettenregel 26.5.1 liefert fiir die Ableitung nach ¢ im
Punkt t =0

d 0

f,u(gh "aé‘l/717€l/ + t7§u+1u ,§n)

7 o szf“(g)

den Wert Di,(0) o Df(&) o Dp,(n), also wegen 21.3.1 die Formel

Hierbei fassen wir die lineare Abbildung D f(&) als eine n x m-Matrix auf. Auf
der rechten Seite steht dann der Matrixkoeffizient von D f(§) an der v, u-ten
Stelle.

Wir fassen zusammen: Differenzierbarkeit im Punkt £ impliziert partielle Diffe-
renzierbarkeit im Punkt £, und die Ableitung D f(€) wird durch die Matriz der
partiellen Ableitungen (Jacobimatrixz) gegeben

DfE) = (#4u9)

firv=1.nundu=1,..,m.

Bemerkung: Aus Df(§) = 0 fir alle £ € U folgt f ist lokalkonstant®. Die
folgt unmittelbar aus obigen Uberlegungen zusammen mit dem eindimensiona-
len Hauptsatz 14.8.

2d.h., fiir jeden Punkt x € U gibt es eine offene Kugel um « in U, auf der w konstant ist.
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21.5 Stetig partiell differenzierbare Funktionen

Sei U C R” eine offene Teilmenge und sei
f:U—=R™

eine im Punkt & € U stetig partiell differenzierbare Funktion.

Behauptung: Dann ist f differenzierbar im Punkt &.

Beweis: Wegen 21.3.2 kénnen wir obdA annehmen m = 1. Dann gilt
f(x) - f(f) = f(iL']_, ,l’n) - f(£17x2, ..,.Tn)
+f(§1ax2"'7$n) - f(£17§2ax37 ~-;xn)
+...
+f(§17 "'75”-17 xn) - f(€17£27 afn)
0

= Z(%‘ -&)- %f(éla s §im1, 00, Tig1,s oo, T)
i=1 v

fiir gewisse 0; zwischen x; und &; auf Grund des Mittelwertsatzes 14.6. Es folgt

F@) = 1O = Y= €) 1) = olr—9)

=1

Rechts steht ) . (z; — &) - [a%if({l, ey &im1, 05 Tig1y oy Tpy) — a%f(g)]. Beachte
|z — & < [l — ]| und

0 0
F&, &1, 0, g1, 0, Tn) — oz,

lim

tim | £o)] = o,

weil die partiellen Ableitungen % f stetig im Punkt ¢ sind. Beachte x — ¢
impliziert 8; — &;. Also ist f differenzierbar im Punkt &.

21.5.1 Kritische Punkte

Fir f wie in 21.5 gelte Df(£) = 0. Dann existiert fiir jedes € > 0 ein 6 > 0, so
dass gilt
e —¢ll<é = [If(@) - fOl <e-llz—¢] -

Beweis: ObdA m = 1. Verschwindet die Ableitung D f(£) von f im Punkt £

0 0
s (5)2"'287% € =0,

liefert die Abschitzung in 21.5

0
||f(33) - f(é-)H < n- ||‘T - 5” T SUp; %f(é-l? "7€i7179i7xi+17 "73371) :
7
Die Stetigkeit der partiellen Ableitungen im Punkt ¢ liefert |52 f(y)| < e fiir
alle y mit ||ly—&|| < & fiir geeignetes & = 8(e1). Ausserdem: ||z —&|| < & impliziert
ly — &l <0 fiir y = &1, ., 6i-1, 00y Tig1, -, Tpe Setze nun €1 = €/n.




162 KAPITEL 21. MEHRDIMENSIONALE DIFFERENTIATION

21.6 Der Umkehrsatz

Wir verallgemeinern jetzt 15.4. Sei U offen in R™ und sei
f:U—>R"

eine stetig partiell differenzierbare, also differenzierbare Funktion auf U. Be-
achte n = m. In jedem Punkt ¢ € U ist daher die Jacobimatrix eine n x n-
Matrix. Der folgende Satz liefert als hinreichende Bedingung fiir die Existenz
einer lokalen Umkehrfunktion von f in der N#he von £ resp. f(§), dass die
Jacobimatrix D f(§) im Punkt & invertierbar ist. Es dann gilt némlich:

Satz: Fs gibt eine offene Teilmenge V von U, welche & enthdlt, fir die f einge-
schrinkt auf V' eine bijektive Abbildung von V auf W = f(V) definiert, so dass
gilt

’ W =f(V) CR" ist offen ‘
Weiterhin: Die lokale Umkehrfunktion

7]

ist stetig partiell differenzierbar, also differenzierbar auf W = f(V).

Bemerkung: Dass die Invertierbarkeit von D f(€) andererseits eine notwendige
Bedingung fiir die Existenz einer differenzierbaren lokalen Umkehrfunktion g =
f~1 in der N#he von € ist, folgt sofort aus der Kettenregel: g o f = id impliziert

Dg(n) o Df(§) = D(id)(€) = id fir n = f(§). Somit ist Dg(n) die zu Df(§)

inverse Matrix.

21.6.1 Beweis
im Spezialfall £ = f(§) =0 und Df(§) = id.

Die Hilfsfunktion F':

|Flz) = — f(z) +n]

fiir gegebenes konstantes® n € R™ hat verschwindende Ableitung im Punkt &.
Fiir e = 1/4 gilt [|[F(z) = F(y)|| < | F(2) = FE)|+[F(&)~F(y)|l < 5lle—yl| fiir
alle z,y vom Abstand kleiner 6 zu £ = 0 (nach 21.5.1), wobei 6 = 6(1/4) > 0.

1F(z) = F(y)| < zlle—yll

Der vollstindige Raum X: Wir withlen eine abgeschlossene Kugel* X um &€ = 0
vom Radius r fiir ein 0 < r < 4. Dann ist F' eine auf X definierte kontraktive
Abbildung mit Werten im R"™.

3Wir benutzen das Newton Verfahren wie in 11.7
4Dies ist eine abgeschlossene Teilmenge des R™, also versehen mit der Euklidschen Metrik
nach 11.4.1 ein vollstédndiger metrischer Raum.
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Bedingung an n: F(0) =1 und || F(z)[| < [ F(z) = FO)|[+ [ FO)] < gll=[l+ ]
impliziert fir € X (d.h. ||z|| < r) sowie gleichzeitig fiir

Il <r/2
die Ungleichung || F(z)|| < r, oder anders ausgedriickt

-

Fixpunktsatz: Der Fixpunktsatz von Banach liefert daher einen eindeutig be-
stimmten Fixpunkt £ € X der kontraktiven Abbildung F' : X — X. Beachte
F(¢) = ¢ ist dquivalent zu f(£) = n. Mit anderen Worten ¢ = f~1(n):

NEeX mit f(§) =n, falls |n]| <r/2.

Konstruktion von V: Die offene Kugel aller n € R™ mit ||n|| < /2 um Null
definiert eine offene Teilmenge W C R™. Thr Urbild f~(W) ist offen in R, da
f stetig ist (benutze 21.3.3 und 12.4). Fiir V = f~1(W) N X gilt wie bereits
gezeigt

]f: Vo~ f(V):W\.

Kontroll-Abschitzungen: Die Kontraktivitit von F' auf X liefert fir =,y € X
mit Hilfe der unteren® und oberen Dreiecksungleichung 12.0.4

slle =yl < lIf @) = FWI <3 Iz -yl

Vst offen: £ € V = n = f(§) € W. Aus der unteren Kontroll-Abschitzung

von f folgt fiir # = &,y = 0 dann 3[|¢|| < ||n]|. Andererseits |9 < %. Somit

€]l < r. Also liegt & bereits in der offenen Kugel X € X vom Radius 7 um
Null. Daher ist V = f~}(W)NX = f~1(W)N X" als Durchschnitt zweier offener
Mengen selbst offen.

Stetigkeit von f~!: W — V. Eine unmittelbare Folge von

1
17 ) = FH )l <l = mall -

Dies gilt fiir alle 11,72 € W wegen der linken Kontrollabschétzung.

Differenzierbarkeit von f~! im Punkt 0: Fiir n # 0 <= f~1(n) = £ # 0 gilt
Lf~ ) — f7H(0) —id(n = O)|| _ (IS~ () —mll _ 1I€ = f()I]

[l — 0l [l 1l
_ gl 1f ) = £(0) —id(€ - 0)
1l 1€ = ol
Da f nach 21.3.3 stetig auf V ist, und f~! stetig auf W ist, sind £ — 0 und n =
f(€) — 0 zueinander dquivalent. Da rechts der Limes £ — 0 existiert und Null
ist (f ist differenzierbar im Punkt £ = 0 mit der Ableitung id, und der Faktor
1€N/11.f (&) kann durch 2 abgeschéitzt werden wegen der Kontrollabschitzungen)

existiert der Limes 7 — 0 links, und ist auch Null. Somit ist f~! differenzierbar
im Punkt 7 = 0 mit der Ableitung Df~1(0) = id.

Db lull = [[oll < [lu+oll < [lull + [[v]| fir w =2 —y und v = F(y) — F().
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Differenzierbarkeit von f~! auf W: Hierzu nehmen wir an, dass der Radius r
obdA so klein gew#hlt wurde, dass fiir alle £ € X und damit fiir alle £ € V'
die Ableitung von f im Punkt £ invertierbar ist. Dann zeigt unser vorheriges
Argument die Differenzierbarkeit von f~! in allen Punkten n = f(¢) € W.
Beachte 21.6.2.

Stetig partielle Differenzierbarkeit von f~' auf W: Aus der Kettenregel folgt,
dass die Jacobimatrix D f~1(n) die zu D f(£) inverse Matrix ist. Die Cramersche
Regel oder der Laplace Entwicklungssatz liefert daher die Formel

ad
Df ' (n) = (Df(f))ldcf{lg?@))'

Beachte ¢ hiingt stetig von ) ab, da f~! stetig ist. Die Eintriige der adjungierten
Matrix und die Determinante von D f(¢) sind Polynome in den Matrixkoeffizi-
enten von D f(§), also stetig in £, da f stetig partiell differenzierbar ist. Anderer-
seits sind die partiellen Ableitungen von f~! die Koeffizienten der Jacobimatrix
Df~1(n). Also sind dies stetige Funktionen der Variable n € W.

21.6.2 Reduktion auf den Spezialfall
Dass die in 21.6.1 zum Beweis des Umkehrsatzes gemachten Annahmen
E=0und n=f(§) =0und Df(§) =id

unbedenklich sind, sieht man durch Modifikation von f mit affin linearen Ab-
bildungen der Gestalt p(z) = L(z) + &, L € Gl(n,R) und ¢ (z) = x — 7). Diese
Abbildungen haben die Jacobimatrix L bzw. id, und sind invertierbar auf ganz
R™. Thre Umkehrabbildungen sind wieder affin linear. Hat daher

f=vofop

eine lokale Umkehrfunktion bei = 0, dann hat f wie behauptet eine lokale
Umkehrfunktion® bei z = ¢, nidmlich

fTl=pof oy,
Anderseits” gilt f (0)=0und D f (0) = id, falls L geeignet gewéhlt wird, ndmlich
L=Df(&)".

Genau an dieser Stelle geht die Invertierbarkeit der Jacobimatrix D f(€) ein!

Gfo(goof_low) =y Llofof loy=idund (goof_low)of —gpoflofopt=id
"Fiir die Funktion f folgt daher die Existenz der lokalen Umkehrfunktion bei z = 0 aus
dem vorherigen Abschnitt.
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21.7 Satz von der impliziten Funktion

Sei
f:R" xR™ —» R™

eine stetig differenzierbare Funktion. Schreibweise: (z,y) € R™ x R™.

Annahme: Die m x m-Matrix

o=filzy) - - - g=filzy)

T(z,y) =

o fm(y) - g fm(z,y)
sei invertierbar im Nullpunkt (z,y) = (0,0).
Satz: Unter obigen Annahmen ezistieren offene Mengen V- C R™ und W C R™
um den Nullpunkt und eine eindeutig bestimmte stetig partiell differenzierbare
Funktion ¢ : V. — W mit der Figenschaft

flz,o(x)) =0, ¢0)=0

und jede Losung (z,y) € V- x W von f(x,y) =0 ist von der Gestalt (x,¢(x)).

Mit anderen Worten: y = ¢(x) ist lokal die eindeutig bestimmte ‘Losung’ des
Gleichungssystems f(z,y) = 0.

Beweis: Wir fithren den Satz zuriick auf den Satz von der Umkehrfunktion.
Betrachte die Abbildung F(z,y) = (z, f(z,y))

R™ x R™
R™ F=prixf RrR™
pri pr2
R™ x R™

Es gilt
prioF =pri , prooF=Ff.

Die Jakobimatrix der Abbildung F' hat in Blockgestalt die Form

idgn O™
DF(z,y) = ( 11@ T(e.y) )

Diese Dreiecksmatrix ist invertierbar im Nullpunkt (x,y) = (0,0), denn T°(0,0)
ist nach Annahme invertierbar. Die Eintriage der Matrix DF(x,y) sind stetig
in (z,y): Dies ist klar fiir die oberen Eintréige. In der unteren Blockzeile steht
gerade die Jacobimatrix von f. Also sind auch die unteren Eintrége stetig. Der
Satz von der Umkehrfunktion, angewendet auf F(x,y), liefert daher eine lokale
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Umkehrfunktion G von F' in der Umgebung vom Nullpunkt. Aus der Kommu-
tativitit des obigen Diagrams folgt®

prioG=pri , foG=pry.

Das heisst f(G(z,y)) = y und G(z,y) = (z, g(x,y)), beziechungsweise zusammen

f(%gﬁmyﬂ==y~

Da die (z, g(z,y)) eine offene Umgebung von Null parametrisieren, ist auf dieser
Umgebung die gesuchte Funktion ¢ daher

p(z) = g(2,0) .

Die partiellen Ableitungen von g(z,0) sind partielle Ableitungen von G(z,y)
(bei y = 0), also stetig. Somit ist ¢(x) stetig partiell differenzierbar.

Bemerkung: Aus der Kettenregel folgt 2 f(z, ¢(z)) + a%f(a:, o(x))oDp(x) = 0.
Da T(x,y) invertierbar im Punkt 0 ist, und damit aus Stetigkeitsgriinden auch
in der Ndhe von Null, ist daher auf einer offenen Umgebung des Nullpunkts die
Ableitung der impliziten Funktion ¢ im ‘Matrixsinne’ gegeben durch

Dplr) = -

Bemerkung: Die Aussage des Satzes von der impliziten Funktion gilt fiir Punk-
te (zo,y0) € R™ x R™ anstelle des Nullpunktes, falls entsprechend T'(xg, yo)
invertierbar ist. Ausserdem geniigt es natiirlich, wenn die Funktion f auf einer
offenen Teilmenge von R™ x R™ definiert ist, welche den Punkt (xg,yo) enthiilt.

Ein Beispiel: Sei n = m = 1 und f(z,y) = 22 + y? — 1. Im Punkt (z0,y0) auf
dem Einheitskreis ist T'(zg,y0) = % f(zo,y0) = 2yo invertierbar genau dann,
wenn gilt yg # 0. In diesem Fall gilt

p(x) = sign(yo) - + V1 — a2

¢(x0)" = —20/y0 -

Ist andererseits yo = 0, existiert keine lokale Umkehrfunktion!

8prioG =pri <= prioGoF =prioF <= pr; = pry o F und analog fiir die andere
Gleichung.
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21.8 Verallgemeinerte Taylor-Entwicklung

Sei U C R offen und ¢ € U, und sei f € C™Y(U) eine (m + 1)-mal stetig
differenzierbare reellwertige Funktion auf U.

Sei x ein Punkt in U, so dass die Verbindungsstrecke von £ nach x aller Punkte

E4+t(x—¢) fir te]0,]1]
in U liegt.

Eine Hilfsfunktion: F(t) = f(£ + t(x — &)) ist dann eine (m + 1)-mal stetig
differenzierbare reellwertige Funktion der reellen Variable ¢ € [0, 1]. Dies folgt
aus der Kettenregel durch Induktion nach m (siehe die Formeln weiter unten).

Beachte F'(1) = f(x) und F(0) = f(£). Aus der Taylor Formel 16.1

F(nz) F(m+1)
| + |(9) )
m! (m+1)!

F(1) = F(0)+ F'(0) -~ +

fiir geeignetes 6 € (0, 1), werden wir mit Hilfe der Kettenregel die hoherdimen-
sionale Taylorformel 21.8.2 ableiten.

Die Kettenregel: Nach 26.5.1 gilt allgemein

%f(ml(t),...,xn(t)) =Y x:,(t)~aiyf(xl(t),.-,xn(t)) .

Also wegen %({ +it(x—8), = (x—&), =z, — & erhilt man sukzessive

d n 0
%F(t) - Z (:Cl/_gu)' axyf(§+t(x_€)) ’

W) = 3 0= 6) Y () (€1l = 6)

am " om
——F() = Z (J:VI_fl/l).'.('x’/m_gl/nz).m'f(g—‘rt(x_g)) :

Vi, Vm=1

Die Summanden: Wegen f € C™*1(U) sind die partiellen Ableitungen der Ord-
nungen < m + 1 unabhéngig von der Reihenfolge 19.7. Kommt im Multiindex

V1, ooy Vm) € {1,..,n}™ die 1 genau m; mal, die 2 genau mo-mal, ... und n
genau m, mal vor, dann hingt der zugehorige Summand
6’!71

(w1 — &)™ - (wn — En)m"mf(§ +t(z —¢))

eigentlich nur von den Zahlen my > 0, ...,m,, > 0ab. Man nennt p = (my, ..., my,)
den zugehérigen Multiexponent vom Grad deg(p) = mq + ... + m,. Beachte
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deg(p) = m. Der Summand wird im folgenden symbolisch geschrieben in der
Form gm
YV —
(o= S f(E+ 1z - 6)

Zuriick zur Taylorentwicklung: Fiir die einzelnen Terme erhilt man
R = . Y Y _
T F(t) = E ( ) (x — &) poy (E+tx—9) .

deg(my=m \F

Der verallgemeinerte Binomialkoeffizient (7#”) ist dabei definiert als die Anzahl
aller Indizes (v1,...,vm) € {1,..,n}"™, welche denselben Multiexponent

= (m17 "amn)

liefern.

21.8.1 Eine kombinatorische Formel

m\ m)!
w)  myleomy!

Beweis: Man iiberlegt sich leicht

m " /m—1
(-5
fiir g; = (mq,..,m; —1,..,my) vom Grad deg(u;) = m — 1. Betrachte dazu die

Projektion {1,..,n}"™ — {1,..,n} auf die letzte Koordinate v,,. Aus der obigen
Rekursionsformel folgt dann durch Induktion nach m = deg(u):

m _i (m—1)! _ (m—=1)! im‘_ m!
w) myl-o-(mg — D--omyp! myle-omy,! 4 gl emy!

i=1

Zusammengefasst

21.8.2 Taylorformel mit Restglied

Sei f € C™TYHU) und die Verbindungsgerade zwischen & und x liege in U. Dann
gibt es einen Punkt & = £+ 0(x — &) auf der Verbindungsstrecke zwischen £ und
x (genauer gesagt 0 < 0 < 1) so, dass gilt

oy =y Y @sEm @G om0

my! my,! Oz oxn'"

=0 mi+..+my=1

+ Z (1 —&)™  (#n— &)™ O™ agmn

o 1 mq! my! Oz 0xn

Die Summationen erfolgen hierbei iber Fxponenten m; > 0.
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21.9 Extremwerte

Sei f eine differenzierbare reellwertige Funktion auf einer offenen Teilmenge U
von R™. Ist £ € U ein Extremwert

f(§) =max f(z),

zecU

dann verschwindet die Jacobimatriz tm Punkt &

Df()=0]|.

Beweis: z; = &; ist ein Extremwert der eingeschriinkten Funktion f (&1, ..., 4, ..., &n).
Daher gilt D; f(&1, ..., &, ...6n) = D; f(€) = 0 fiir alle 4. Das heisst D f(£) = 0.

Die Umkehrung gilt bekanntlich nicht! Die Funktion f(x) = 23 hat Ableitung
Null im Punkt & = 0, obwohl an dieser Stelle kein Extremwert vorliegt. Aber in
diesem Beispiel verschwindet auch die zweite Ableitung im Punkt Null!

21.9.1 Die Hessematrix
Fiir f € C?(U) ist die Hessematrix H(f)(x) fiir alle Punkte 2 € U

2
H(f)(r) = (ajﬁmjﬂx))

eine symmetrische n x n-Matrix nach 19.7. Die Koeffizienten H(f);;(x) der
Hessematrix sind nach Annahme stetige Funktionen auf U.

Eine symmetrische nxn-Matrix H mit reellen Koeffizienten heisst positiv definit,
wenn fiir alle Vektoren v = (v1, ..., v,) # 0 des R™ gilt

vHy = Z viv;Hij >0.

1<i,j<n

Man schreibt dann H > 0. Ist —H positiv definit, nennt man H negativ definit
und schreibt H < 0.

21.9.2 Lokale Maxima

Gilt fir f € C*(U) und & € U sowohl Df(§) = 0 als auch H(f)(£) < 0
(H(f)(&) > 0), dann ist f(§) ein lokales Mazimum (Minimum). D.h. es gibt
eine offene Teilmenge V von U, welche £ enthdlt, so dass gilt

| £(§) = max,ev f(@) |
(resp. f(€) = mingey f(x)).

Beweis: Auf Grund der Annahmen gilt wegen der Taylorformel 21.8.2

1 0? N
f(x)zf(f)"'i Z (%—fi)(fj—fj)mf(m)

1<i,j<n
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fiir alle Punkte « in einer geniigend kleinen offenen Kugel V um &, so dass V'
in U liegt. Der Punkt z liegt zwischen £ und z, also auch in V. Fiir den Beweis
geniigt es daher zu zeigen, dass die symmetrische Matrix H(Z) := H(f)(Z)
negativ definit ist fiir alle & € V, falls der Radius r > 0 der Kugel V' geniigend
klein gewahlt wurde.

Hilfssatz: Ist H(£) < 0, dann gilt H(x) < 0 fiir alle x in einer geniigend kleinen
nichtleeren offenen Kugel um €.

Beweis: 1. Schritt. Die durch (v,z) — 2, ; vivjH;j(z) definierte Funktion
¢:R"x{zeR"| [z-¢|<r} — R

ist stetig. Sei S™~! die Sphiire vom Euklidschen Radius 1 um Null im R™. Es
geniigt zu zeigen, dass ¢ in allen Punkten (v, ) mit v € S"~! negative Werte
annimmt wegen q(\-v,x) = \? - q(v, x).

2. Schritt. Die Einschréinkung von ¢(v, z) auf den kompakten® Raum S™~! x {£}
hat Werte < 0. Nach 12.7 wird das Maximum angenommen. Also 3 C' > 0

g0, &) < -C<0 , Ywes"t.

3. Schritt. ¢ ist stetig, also gleichméssig stetig, auf dem kompakten Raum
S txdz ]| lz—&|<r}.
Fiir geeignetes 6 = §(C/2) > 0 und ||(v,z) — (w,y)|| < ¢ impliziert dies
lq(v,2) — q(w,y)| < C/2 .
Wihlt man oBdA r < 4, folgt |q(v,z) — q(v,&)| < C/2 aus ||l — &|| < r. Also
q(v,z) < q(v, &) + ‘q(v,m) - q(v,f)} <-C+C/2=-C/2<0

fiir alle v € S"~1 und ||z — £|| < r. Wegen Schritt 1 zeigt dies den Hilfssatz.

9Tm Vorgriff auf 22.2



Kapitel 22

Kompakte metrische
Raume

22.1 Kompaktheit

Sei K C X Teilmenge eines metrischen Raums (X,d). Ist (K,d) beziglich der
eingeschrinkten Metrik folgenkompakt, dann gilt

(i) K ist abgeschlossen in jedem Teilraum (U,d) C (X,d), welcher K enthiilt.

(i) K ist beschrinkt in (X,d).

Beweis:

(i) Sei x,, € K ein Folge, welche in (U,d) gegen x konvergiert. Zu zeigen ist
z € K. Eine Teilfolge Z,, der Folge konvergiert nach Annahme gegen ein k € K.
Die Teilfolge konvergiert aber auch gegen z. Es folgt x = k € K. Also ist K
abgeschlossen in (U, d).

(ii) Fir z, € X ist die Abbildung K — R, definiert durch = — d(z,x¢), stetig
und nimmt daher auf K ihr Maximum an. Folglich ist K beschrinkt in (X, d).
O

Fiir eine offene Teilmenge des Euklidschen Raums R"™, versehen mit der Euklid-
schen Metrik d, gilt

22.1.1 Vereinigung zweier kompakter Mengen

Die Vereinigung zweier (endlich vieler) folgenkompakter Mengen K, K' ist wie-
der folgenkompakt.

Beweis: Ist nédmlich z,, eine Folge in K U K’, dann existiert eine Teilfolge in K
oder in K'. Und davon existiert eine konvergente Teilfolge.
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22.2 Heine-Borel (1.Version)

Eine Teilmenge K einer offenen Menge U C R"™ ist genau dann folgenkompakt,
wenn K abgeschlossen und beschrinkt ist im R™.

Beweis: Sei K beschrénkt. Dann ist K in einem abgeschlossenen Quader I C
R™ enthalten. Ist x,, € K eine Folge, dann gibt es eine Teilfolge Z,, welche
in dem Quader I gegen eine Grenzwert x € I konvergiert 11.5. Ist K nun
ausserdem abgeschlossen im R”, dann liegt & notwendiger Weise in K. Also ist
K folgenkompakt. Die andere Richtung folgt aus 22.1.

Warnung: Eine Teilmenge K C U einer offenen Menge U C R"™ ist nicht nowen-
dig im R™ abgeschlossen, wenn sie in U abgeschlossen ist, obwohl die Umkehrung
trivialerweise richtig ist.

Beispiel: Der Schnitt K der z-Achse mit dem offenen Einheitskreis U C R? ist
abgeschlossen in U, aber nicht in R2. Obwohl diese Menge K abgeschlossen und
beschrankt ist in U, ist sie nicht folgenkompakt.

Der eigentliche Satz von Heine-Borel macht dariiber hinaus eine Aussage iiber
Uberdeckungen und ergibt sich aus der obigen Version des Satzes mittels der
Charakterisierung von kompakten metrischen Rdumen, welche wir im néchsten
Abschnitt geben.

22.3 Uberdeckungen (2.Version)

Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei K C X eine Teilmenge. Eine Menge
U von offenen Teilmengen U; (i aus einer Indexmenge I) in X nennt man eine
Uberdeckung von K, wenn gilt

K:Um.
el

Man nennt die Uberdeckung abzihlbar bzw. endlich, wenn die Indexmenge I
als Menge isomorph zu N ist bzw. wenn die Indexmenge I endlich ist.

Satz: Fir einen metrischen Raum (X, d) sind folgende Aussagen dquivalent
(i) (X,d) ist folgenkompakt.

(ii) (X,d) ist (iberdeckungs)kompakt', d.h.: Jede offene Uberdeckung von X
besitzt eine endliche Teiliberdeckung.

Beweis: (ii) = (i). Sei x,, € X eine Folge und z € X. Wenn keine Teilfolge
gegen x konvergiert, gibt es eine offene Kugel U = K, (z) von Radius £ > 0 um z,
welche nur endlich viele Folgenglieder enthiilt. Wére (X, d) nicht folgenkompakt,

Loder kurz: kompakt
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wiirden solche Kugeln X iiberdecken, und wegen (i) sogar endlich viele solche
Kugeln. Dann wire aber die Folge endlich. Ein Widerspruch!

(i) = (ii). Stiitzpunkte. Fiir gegebenes r > 0 wihlen wir sukzessive Punkte
&n € X mit der Eigenschaft

fn §é L_J K?“(gi)

solange dies geht. Wir behaupten, diese Konstruktion muss nach endlich vielen
Schritten abbrechen, denn anderenfalls hétte man eine Folge in X konstruiert,
welche wegen d(&,,&mn) = r keine konvergente Teilfolge in X besitzt!

Reduktion auf abzihlbare Uberdeckungen. Sei nun i/ eine beliebige offene Uber-
deckung von (X, d). Fiir € X existiert also ein U € U und eine offene Kugel
K. (z) mit

reK(r) CUelU

fiir geeignetes ¢ > 0. Dann gibt es nach Schritt 1 fiir jedes fixierte positive
r < /2 einen der endlich vielen konstruierten Stiitzpunkte &, € X, fiir den gilt

e K. (&) CK(x)CU€U .

Da diese Stiitzpunkte nur von r und (X, d) abhéingen, erhalten wir etwa fiir die
Wahlen r = 1/k, k € N abzéhlbar? viele solche Stiitzpunkte. Zum Beweis kénnen
wir aber nunmehr die urspriingliche Uberdeckung von X durch die abzihlbare
Uberdeckung ersetzen, welche durch die Kugeln K, /k(&) definiert werden.

Abzihlbare Uberdeckungen. Sei Uy, Us, .. eine Folge offener Mengen, welche X
iiberdecken. Wir wollen durch einen Widerspruchsbeweis zeigen, dass endlich
viele der U; bereits X itiberdecken. Wére dies nicht der Fall kénnten wir (wie
oben) sukzessive unendlich viele Punkte x,, € X wéhlen mit der Eigenschaft

n—1
i=1

Durch Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir obdA annehmen, dass die Folge
Zn in (X, d) gegen einen Grenzwert  konvergiert. Nun liegt aber z in einer der
Mengen U,,. Da U, offen ist, liegen dann sogar fast alle Folgenglieder in U,,.
Das heisst: Es gibt ein N so dass fir alle n > N gilt

T, € Uy .

Fiir n > m ein Widerspruch zur Wahl von z,,!

2Mit Hilfe dieses Arguments sicht man, dass ein kompakter metrischer Raum eine abzihl-
bare Basis im Sinne von 23.4.4 besitzt.
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Kapitel 23

Monotone Limiten

23.1 Vorbemerkungen

Wie wir bereits gesehen haben, ist der Grenzwert einer gleichméssig konvergen-
ten Folge stetiger Funktionen (zumindestens auf einem kompakten metrischen
Raum) wieder eine stetige Funktion. Diese Aussage besitzt zahlreiche Anwen-
dungen in der Analysis. Uberhaupt spielte die gleichmissige Konvergenz bei
unseren bisherigen Betrachtungen eine bedeutende Rolle. So angenehm wie die-
se Satze liber gleichméssige Konvergenz einerseits sind, sollten sie uns dennoch
nicht dariiber hinwegtéuschen, dass die Voraussetzung der gleichméssigen Kon-
vergenz immer eine substantielle Annahme darstellt. Dies wird besonders dann
empfunden, wenn man versucht die bisherigen Sétze der Integrationstheorie zu
verallgemeinern auf Funktionen, die nicht stetig sind. Dass es oft sinnvoll und
notwendig ist die stetige Welt hinter sich zu lassen, zeigt sich an der Frage, die
wir ja bereits im einfacheren Kontext diskutiert haben, in wie weit verschie-
denartige Grenzprozesse miteinander vertauschen. Konkret etwa am Problem,
wann eine Identitdt der Gestalt

lim [ g,(z)dx = / lim g, (x) dz
n—oo n—oo

erfiillt ist. Im Fall einer gleichméssig konvergenten Funktionenfolge ist dies auf
einem kompakten Intervall als Integrationsbereich erfiillt, wie bereits gezeigt
wurde. Die Voraussetzung der gleichméssigen Konvergenz ist eine zu starke
Einschrankung fiir manche Anwendungen. Viele natiirlich auftretende Funktio-
nenfolgen konvergieren nicht gleichmaéssig. Ihr Grenzwert ist daher in der Regel
keine stetige Funktion.

Ein Beispiel: Betrachte das kompakte Intervall X = [—1, 1] und auf X die Funk-
tionenfolge

fo(z) =1—2*",
welche fiir n — oo gegen die konstante Funktion 1 konvergiert, allerdings nur fiir
x # 1, —1. In diesen beiden Punkten konvergiert die Folge gegen den Grenzwert
Null. Die Limesfunktion ist daher die nichtstetige charakteristische Funktion
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des offenen Intervalls
U=(-1,1) € X=[-1,1].

Insbesondere kann daher die Folge nicht gleichmissig konvergieren, denn sonst
wire die Grenzfunktion xy ja eine stetige Funktion, was nicht der Fall ist. Dies
ist auf den allerersten Blick schon iiberraschend!

Immerhin - bei genauerem Besehen - ist die Folge f,, /' f = xu eine monoton
wachsende Folge von Funktionen. In der Tat gilt sogar

1 1
lim falz) doe = / lim f,(z) dz ,
-1

n—oo 1 n—oo

wovon man sich durch Nachrechnen leicht iiberzeugen kann. Ist dies ein Zufall?
Die Antwort lautet Nein. Wir werden im niichsten Kapitel zeigen, dass mit
dem richtigen Begriff der Integration diese Eigenschaft immer erfiillt ist. Dies
ist die Theorie von Lebesgue. Unser bisheriger Integralbegriff leistet dies im
allgemeinen nicht. Wir werden im folgenden ein Beispiel dafiir angeben.

Lebesgue Integration: Eine der herausragenden Eigenschaften des Lebesgue In-
tegrals ist die folgende Kompatibilitit mit monotonen Limiten:

n—oo

limnﬁm/gn(ac)dm = / lim g, (z)dx

fiir jede monoton wachsende Folge von Lebesgue integrierbaren Funktionen g,
falls der Limes der Integrale links (existiert und) endlich ist. Insbesondere ist
der Limes g = lim,, g,, dann Lebesgue integrierbar.

Das Lebegue Integral verallgemeinert das Riemann Integral, welches wir bislang
betrachtet haben. Funktionen, die im Riemannschen Sinn integrierbar sind, sind
auch Lebesgue integrierbar und die Integrale stimmen iiberein. Die Umkehrung
gilt nicht. Es gibt Funktionen, die Lebesgue integrierbar sind, aber nicht inte-
grierbar sind im Riemannschen Sinn.

Ein typisches Beispiel: Betrachte die Funktion

9= Xpnq : [0,1] =R

auf dem Intervall [0,1] mit g(x) = 1 fiir alle rationalen z und g(x) = 0 fiir
alle irrationalen z. Diese Funktion ist nicht Riemann integrierbar, denn das
Supremum aller Untersummen ist Null, das Infimum aller Obersummen ist 1. g
unterscheidet sich von der Nullfunktion nur an den rationalen Zahlen, also einer
abzahlbaren Menge

[0,1]0@2{.’171,,@2,“-}

von Punkten. Beginnend mit der Nullfunktion gg = 0 erlaubt dies eine monoton
wachsende Folge von Funktionen

gn /g
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zu konstruieren, so dass gilt g = 0 und

9n () = gn_1(z) , Vo #az,

und gp,(z,) = 1. Offensichtlich sind alle Funktionen g, (z) Riemann integrierbar
(sie unterscheiden sich von Nullfunktion ndmlich nur an endlich vielen Punkten).

Also gilt
1
/ gn(z) =0
0

fiir alle n. Wiirde fiir das Riemann Integral gelten

1 1
lim gn(z)dr = / lim g, (z)dz ,
0

n—oo 0 n—oo
wére in der Tat auch g(x) Riemann integrierbar. Wir haben aber oben bereits
gesehen, dass dies nicht der Fall ist. Also vertauscht das Riemann Integral nicht

mit monotonen Limiten! Dagegen ist g Lebesgue integrierbar mit dem Integral
Null.

Das Lebesgue Integral ist natiirlich monoton. d.h. fol flz)dz < fol g(z)dz folgt
aus f < g. Da es (wie bereits erklirt) ausserdem mit monotonen Limiten ver-

traglich ist, besitzt es die folgende

Daniell Figenschaft: Fiir alle Lebesgue integrierbaren Funktionen f und g, gilt

f<g ud g, /g = [ flz)de <lim,_. fgn(x)dac‘ .

Wir werden die Lebesgue Integration entwickeln nach der Methode von Daniell-
Stone. Hierbei startet man mit einem Integral I : B(X) — R auf einem Verband
von Funktionen B(X). Hierbei versteht man unter einem Integral einfach eine R-
Linearform, welche positiv ist, d.h. welche Funktionen f > 0 auf positive Werte
I(f) > 0 abbildet. Ein solches Integral I nennt man ein Daniell Integral, wenn es
die Daniell Eigenschaft besitzt. Ein Daniell Integral kann auf die Halbverbéande
BT(X) und B~(X) (siehe 23.2 und 24.1) fortgesetzt werden.

Eine Lebesgue integrierbare Funktion wird dann per Definition eine Funktion
sein, welche gut approximiert werden kann von oben durch eine Funktion g €
B*(X) und von unten durch ein Funktion h € B~ (X)), so dass das Integral von
g endlich ist und die Differenz der Integrale von g und h beliebig klein ist.

Ein entscheidendes Hilfsmittel zum Nachweis der Daniell Eigenschaft wird der
Satz von Dini sein. Dieser Satz zeigt, dass man beim Studium von monotonen
Limiten stetiger Funktionen letztlich immer noch ‘einen Fuss’ in der Welt der
gleichméssigen Konvergenz behilt. Dieses verbleibende Standbein wird von uns
entscheidend benutzt, um die Theorie des Lebesgue Integrals zu begriinden.
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23.2 Funktionsverbiande

Wir betrachten Funktionen auf einer Menge X mit Werten in
Rt =RUoo oder R™ =RU-c0.

Im Gegensatz zu den reellwertigen Funktionen f : X — R, welche auf natiirliche
Weise einen R-Vektorraum bilden, ist der Raum solcher Funktionen nur unter
Addition und unter Multiplikation mit positiven Skalaren A > 0 abgeschlossen.

Definition: FEine Teilmenge B(X) des Raums aller RT-(oder R~ )-wertigen
Funktionen auf X heisst Halbverband, wenn B(X) die Nullfunktion enthdilt und
unter den Bildungen

(f Ng)(x) = min(f(z),g(z))
(f Ug)(x) = max(f(x), g(x))

sowie Addition und Multiplikation mit positiven Skalaren abgeschlossen ist.

Ist B(X) ein Halbverband, dann auch —B(X). Gilt B(X) = —B(X), d.h. ist
B(X) ein R-Vektorraum, nennen wir B(X) einen Verband. In diesem Fall liegen
die Funktionswerte in R.

Definition: Sei B(X) ein Verband. Wir definieren nun B*(X) als die Menge
aller Funktionen
f: X — RT:=RUoo

fiir die es eine punktweise monotone Folge f, € B(X) gibt
fil@) < falz) < f3(x) < -+ firalex e X,

mit

f(@) = sup{fu(z) [ n €N} .

Schreibweise: Wir schreiben kurz

S 7T

wenn [ als punktweise ‘monotoner Limes’ von Funktionen f,, definiert ist.

Bemerkung: Analog definiert man f,, N\, f und B~ (X) mittels monoton fallender
Limiten. Funktionen in B~ (X) haben Werte in R~ = R U —oco. Beachte

B (X) = —-BY(X).
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23.3 Permanenzeigenschaften

BT(X) 2 B(X) ist ein Halbverband.

Beweis: Fiir f, /' f,gn /" g mit f,, g, € B(X) und X > 0 gilt

fallgn /g falgn S fUg  fotgn S f+g » Mo /A

Bemerkung: In den ersten beiden Fillen folgt
fn I—lgn < fn+1 |—|gn < fn+1 |Jgn—&-l

fn [—lgn < fnJrl rlgn < fn+1 |_|gn+1
aus flMg=gnf, fUg=gUf, da allgemein die Ungleichung h < g folgende
Ungleichungen impliziert

hUf<gUf , hOf<gnf.

23.3.1 Abgeschlossenheit unter monotonen Folgen
Der neue Halbverband BT (X) ist gegeniiber monoton wachsenden Limiten ab-

geschlossen

Aus f; S f fir f; € BY(X) folgt fe BT(X).

Beweis: Wahle f;; /' f;, mit f;; € B(X).

Es gilt! dann
Fn = |_| fij / fa

1+j=n
fir F,, € B(X). Daraus folgt f € BT (X).

Bemerkung: Die fiir uns wichtigsten Beispiele liefern der Verband der stetigen
Funktionen beziehungsweise der Verband der stetigen Funktionen mit kompak-
tem Triger, welche im néchsten Abschnitt betrachtet werden.

1 Benutze fij < fij41 firallei+j =n.
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23.4 Funktionen mit kompaktem Tréger

Sei (X, d) ein metrischer Raum und C(X) der Raum der stetigen reellwertigen
Funktionen auf X.

Bezeichnung: f € C(X) hat kompakten Triger, wenn f(x) = 0 gilt fiir alle
x € X ausserhalb einer folgenkompakten Teilmenge K C X.

Der Untervektorraum

[ Co(X) CO(X)|

aller stetigen Funktionen in C'(X) mit kompakten Tréiger ist, ebenso wie C'(X)
selbst, unter Multiplikation und den Bildungen (f M g)(z) = min(f(z), g(x))
sowie (fUg)(z) = max(f(x), g(x)) sowie Addition abgeschlossen. Die Gleichheit
C.(X) = C(X) gilt genau dann, wenn X kompakt ist.

Beweis: Beachte

a+b+|a—b|
2 2 ’

min(a,b) = atb _Ja—b .

2 2

max(a,b) =

Daher sind f-g, fMg und fUg wegen der Permanenzsétze wieder stetige Funk-
tionen, wenn f und g stetige Funktionen waren. Die Aussage iiber den Trager
folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass die Vereinigung zweier kompakter Teil-
mengen wieder kompakt ist 22.1.1.

Folgerung: Insbesondere sind C(X) und C.(X) Verbinde.

Den Halbverband B*(X) der monotonen Limiten von Funktionen aus B(X) =
C.(X) nennen wir Baire’schen Halbverband.

23.4.1 Offene Intervalle

Fiir a,b € R liegt die charakteristische Funktion des Intervalls U = (a,b) C R
xv(xz)=1 firzeU und xy(z) =0 firz ¢ U

im Baire’schen Halbverband BT (R). Beachte

Xn /" XU

fiir die stetigen ‘dachférmigen’ Funktionen x, € C.(R), welche Null sind im

Komplement von U, 1 sind im Intervall [a + %% b — %-%], und durch Geraden

gegeben sind auf den Teilintervallen [a,a + %-%] beziehungsweise [b — -2, b)].
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23.4.2 Charakteristische Funktionen

Halbstetigkeit: Gilt f(x¢) > 0 fiir f im Baire’schen Halbverband B*(X), dann
gibt es ein 6 > 0, so dass f(x) > 0 gilt fir alle x € X mit d(z,x,) < 9.

Beweis: Aus f,, / f fiir f, € Co(X) sowie f(xzg) > 0 folgt f,,(xo) > 0 fiir ein n.
Da f, stetig ist, folgt f,(z) > 0 (und damit auch f(z) > 0) fiir alle = in einer
kleinen offenen Kugel um xg.

Folgerung: Liegt die charakteristische Funktion xuy einer Teilmenge U wvon X
im Baire’schen Halbverband, dann ist U offen in (X, d).

Fiir eine Folge von Mengen U; C X sei U die Vereinigungsmenge
o0
U=|JU.
i=1

Lemma: Fir die charakteristischen Funktionen gilt

XU; €B+(X) — XU€B+(X) .

Beweis: Allgemein gilt

v Txw =xvew  » xv Uxw = xvow | -

Also xv, = U xu, € BT (X) fiir V; = U?zl U; wegen 23.3. Aus xv, /" xvu
folgt xy € BT (X) wegen 23.3.1. [J

23.4.3 “*Lokalkompakte metrische Riume

Ein metrischer Raum (X, d) heisst lokalkompakt, wenn fiir jeden Punkt 2 € X
ein r = r(x) > 0 existiert so, dass die zugehorige abgeschlossene Kugel um x

{ye X |d(y,z) <7}

kompakt ist (fiir die eingeschrinkte Metrik d). Dann sind natiirlich auch alle
abgeschlossenen Kugeln um x mit einem kleinerem Radius als » kompakt.

Beispiel: Offene Mengen U C R”™ sind lokalkompakt.

Sei (X, d) lokalkompakt: Wéhle x, /" X = X(—r,r) Wie in 23.4.1. Dann liegt die
Funktion

Faly) = xn(d(y, )
in C.(X), und f, / f konvergiert monoton gegen die charakteristische Funk-
tionen der offenen Kugel?
K. (zg)={x e X ’ d(xz,x0) <71},

welche somit in B¥(X) liegt. Also liegen die charakterischen Funktionen von
allen ‘geniigend’ kleinen offenen Kugeln von X in BT (X).

2Bemerkung: Beachte fn, =: fU > 0 auf der offenen Kugel U = K,(x9) und f¥ € C.(X).
Zu jeder kompakten Teilmenge K C (X,d) existiert dahexeine stetige Funktion fr > 0
in C¢(X), welche auf K strikt positiv ist. Uberdecke K = ier Ui durch ‘geniigend’ kleine

Kugeln U; (obdA ist dann I endlich) und setze fx = ¢ flU'i in BT(X).
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23.4.4 *Metrische Riume mit abzihlbarer Basis

Gibt es in X eine Folge x1,s,.. von Punkten, welche in (X, d) dicht® liegen,
dann sagt man (X, d) besitzt eine abzihlbare Basis.

Beispiel: Offene Mengen U C R™ besitzen eine abzihlbare Basis (etwa Q™ NU).

Satz: Fiir einen lokalkompakten metrischen Raum (X, d) mit abzihlbarer Basis*
liegt die charakteristische Funktion xy einer Teilmenge U C X genau dann im
Baire’schen Halbverband BT (X), wenn U offen in (X, d) ist.

Beweis: Die eine Richtung haben wir bereits in Folgerung 23.4.2 gezeigt. Sei
umgekehrt (X, d) lokalkompakt mit abzidhlbarer Basis und U offen in X: Fiir
x € U wihle r = r(x) > 0 wie in 23.4.3 (obdA rational r = 1/k,k € N) mit
K, (x) C U. Wihle ein x,, aus der dichten Folge mit d(z, x,) < /2. Dann ist die
abgeschlossene Kugel vom Radius 7/2 um x,, kompakt, denn sie ist enthalten
in der kompakten abgeschlossenen Kugel vom Radius » um z. Daher ist die
charakteristische Funktion der offenen Kugel K, />(x,) vom Radius r/2 um z,
in B4 (X) nach 23.4.3. Die Indizes ¢ = (r, k) durchlaufen eine abzihlbare Menge
N = N x N. Hierbei ist U; = K, jo(,) mit xy, € BT (X). Wegen

reU; =K, pp(xn) CK,(z) CU,

und da dies alle x € U ein solches i existiert, ist U eine abzdhlbare Vereinigung
von offenen Kugeln U; = K /o (2,) fiir n = n(i) € N und gewisse r = 1/k, k =

k(i) eN
v=|J U,
i€ICN
so dass die charakteristischen Funktionen Yy, in BT (X) liegen. Aus Lemma
23.4.2 folgt die Behauptung yy € BT (X).

Bemerkung: Ist (X, d) lokalkompakt und Y C X, dann gilt xyy € B~ (X) genau
dann, wenn Y kompakt in (X, d) ist.

23.5 Der Satz von Dini

Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum. Ist f, /' f eine monotone Folge
stetiger Funktionen f, € C(X) mit einer stetigen Grenzfunktion f € C(X),
dann konvergiert f, auf X gleichmdassig gegen f.

Beweis: ObdA sei f = 0, indem man f,, durch f,, — f ersetzt. Wahle dann ¢ > 0.
Fiir jedes x € X existiert nach Annahme ein m mit —e < f,(z) < 0. Da f,,
stetig ist, gilt diese Ungleichung auch noch auf einer offenen Menge U,., welche x
enthélt. Endliche viele U, iiberdecken X, da X kompakt ist. Sei NV das Maximum
der endlich vielen zugehorigen Zahlen m = m(z). Dann gilt —e < f,,(z) < 0 fiir
alle n > N wegen der Monotonie der Funktionenfolge. Das heisst aber gerade,
dass f, gleichméissig auf X gegen Null konvergiert.

3d.h., jede nichtleere offene Menge U C X enthalte mindestens ein Folgenglied .,
4Die fiir uns relevanten Beispiele sind die offenen Teilmengen des R™ (insbesondere R™
selbst) oder die kompakten metrischen Réume.
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23.6 Die Daniell Eigenschaft

Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei I ein Integral auf C.(X), d.h. eine R-
Linearform

I:C.(X)—R

mit der Eigenschaft f > 0 == I(f) > 0. Wir nehmen nun zusitzlich® noch an,
die Einschrankung von I auf die Teilrdume Ck (X) C C.(X) aller Funktionen in
C.(X) mit Triger in einer festen kompakten Menge K C X sei stetig beziiglich
der Norm der gleichmiissigen Konvergenz auf C(K). Dann gilt

Lemma: Jede in diesem Sinne stetige Linearform auf C.(X) ist ein Daniell
Integral auf C.(X).

Beweis: Fiir f € C.(X) und g, € C.(X) mit g, " g gilt f Mg, < gn, somit
I(fNgn) < I(gn) und sup {I(fMg,) | n € N} < sup {I(gn) | n € N}. Zum
Nachweis der Daniell-Bedingung

f<g = I(f)<sup{I(gn)|neN}

geniigt daher
I(f) =sup {{(fMgn) | n €N} .

Letzteres folgt aus dem Satz von Dini: Auf jedem Kompaktum K, das den
Triager von f und f N g enthilt, gilt fiir f <g

ffgn / f.

Da f Mg, und f alle stetig auf K sind, konvergiert somit f Mg, / f auf K
gleichméssig nach 23.5. Aus der Stetigkeit der Einschrankung von I auf den
Teilraum Cg(X) C Co(X) der stetigen Funktionen mit Tréger in K folgt dann
I(f M gn) — I(f). Also gilt I(f) =sup {I(fMgn) | n € N} wie behauptet.

Bemerkung: Die Stetigkeit von I im obigen Sinne zu fordern, ist oft unnétig.
Existiert fiir jedes Kompaktum K C X eine auf K strikt positive Funktion fx
in C.(X) (wie zum Beispiel fiir lokalkompakte metrische Réume 23.4.3), kann
man die Stetigkeitsforderung auch weglassen®. Das letzte Lemma gilt im Fall
lokal kompakter Réume (X, d) daher fiir beliebige Integrale auf C.(X).

5Diese zusitzliche Annahme ist unnétig wenn (X, d) lokal kompakt ist. Siehe die Bemer-
kung weiter unten.

Es gilt dann automatisch I(f) < Ck -sup e |f(z)| fiir Cx = (minger |fx ()]) " (fx)
und stetige Funktionen f € Ck (X) mit Tréger in K.
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Kapitel 24

Lebesgue Integration

24.1 Integrale
Sei B(X) ein Verband und sei
I:B(X)—R
eine R-Linearform mit der Eigenschaft f > 0 = I(f) > 0. Dann gilt sogar
f<g=1(f) <I(g) .
Wir nennen ein solches Funktional I im folgenden ein Integral auf B(X).

Daniell Integrale: Wir wollen nun I auf den Halbverband B (X)) der monotonen
Limiten fortsetzen liasst. Da wir nicht erwarten konnen, dass diese Fortsetzung
reellwertig wird, suchen wir eine Fortsetzung mit Werten in RT = R U oo

O:BT(X)—R".
Ansatz: Naheliegend fiir B(X) 3 g, /" g € BT(X) ist die folgende Definition

O(g) = limnsupl(gn) := sup{I(gn) | n € N} .

Beachte I(g,) /" O(g) fiir g, /" g.

Wohldefiniertheit: Dafiir ist zu zeigen, dass der so erhaltene Wert O(g) nicht von
der Wahl der Folge g, mit g, / ¢g abhingt. Dazu machen wir die Annahme,
dass I ein Daniell Integral ist.

Daniell Bedingung: Man nennt I ein Daniell Integral auf B(X), wenn fir
alle monotonen Folgen B(X) > g, /g € BY(X) und alle f € B(X) gilt

f<g = I(f)<sup {I(gn) | n €N}

Behauptung: Sei I : B(X) — R ein Daniell Integral. Dann lisst sich I mit
obigem Ansatz zu einer Funktion O : BT (X) — R wohldefiniert fortsetzen.
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Beweis der Wohldefiniertheit: Gegeben f,, /' g und g, /" g. Aus f, < g folgt
I(fn) < sup{I(gn) | » € N} unter Annahme der Daniell Bedingung, und somit
sup{I(fn) | n € N} <sup{I(gn) | » € N}. Durch Vertauschen der Rollen von
fn und g, folgt sup{[(fn) | ne N} = sup{I(gn) | ne N}. |

Analog kann ein Daniell Integral I zu einer Funktion U : B~ (X) — R~ fort-
gesetzt werden. Fiir h,, \, h und h,, € B(X) ist ndmlich U(h) = liminf,, I(hy)
wohldefiniert, und héngt nur von h € B~ (X) ab wegen U(h) = —O(—h). Of-
fensichtlich gilt O(f) = U(f) = I(f) fir f € B(X).
24.1.1 Die wesentlichen Monotonieeigenschaften

1. Uh) <U(f) fir h< fund h, f € B~ (X)

2. O(f) < O(y) fiir f <gund f,g € BY(X)

3. Fiir h € B~(X) und g € BT(X)

[h<g=U(h) <Olg)].

Beweis von 2. Fiir f,, /' f,gn /" g mit gn, fn € B(X) beachte f, < f < g. Also
wegen der Daniell Bedingung I(f,) < O(g). Daher O(f) = limsup,, I(f,) <
O(g) fiir das Supremum. Der Beweis von 1. geht analog.

Beweis von 3. Wihle h,, \, h und g,, /" g mit h,, g, € B(X). Dann gilt
fn::gn_hn/fizg—hZO
mit f, € B(X). Daher limsup,, . I(f,) = O(f) = O(0) = 0 wegen 2. Wegen
=0

limsup,, I(f,) = limsup,, I(g,) — liminf,, I(hy) (g) — U(h) folgt somit wie
behauptet O(g) — U(h) > 0.

24.1.2 Approximation von unten und oben

Sei f: X — RUooU —oo eine beliebige Funktion. Definiert man die Ober- und
Unterintegrale von f als Werte in R U co U —oco wie folgt

I#(f) = inf{O(g) | g € B¥(X) mit f < g}
(ist diese Menge leer definieren wir das Infimum formal als co) beziehungsweise
I"(f)=sup{U(h) | he B~ (X) mit h < f}

(ist diese Menge leer definieren wir das Supremum formal als —o0), so gilt

() < 1)

Beweis: Beachte U(h) < O(g) fiir alle h < f < g nach 3. Somit I~ (f) =
lim sup,e - (x), h<f (h) O(g), sowie dann erneut im Limes I~ (f) < I (f) =
liminf e g+ (x), <4 O(9)-
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24.1.3 Daniell-Lebesgue integrierbare Funktionen

Eine Funktion ~

f: X—>R:=RUocxU -0
heisst Daniell-Lebesque-integrierbar (beziiglich (B(X),I)) oder auch nur kurz
integrierbar, falls gilt

I(f) = I°(f)
und falls der gemeinsame Wert endlich ist, also von H+oo wverschieden. Diesen

Wert nennt man das Daniell-Lebesque Integral beziiglich (B(X),I) und schreibt
dafiir

1(f)

Das Epsilon-Kriterium:

f ist genau dann Daniell-Lebesque-integrierbar beziiglich (B(X), I), wenn gilt:
Fiir alle € > 0 existieren' h < f < g mit h € B~(X) und g € BY(X) so dass
gilt
O(g)—U(h)<e
und
O(g) < oo ( oder dquivalent U(h) > —o0) .

Das Kriterium folgt unmittelbar aus der Definition.

24.1.4 Erste Beispiele

4. Fir f € BY(X) ist I-(f) =1"(f) = O(f)

5. Fir f € B~ (X) st I-(f)=IT(f)=U(f)
Funktionen f aus BT (X) resp. B~ (X) sind daher Daniell-Lebesgue integrierbar
beziiglich (B(X),I) genau dann wenn gilt O(f) < oo resp. U(f) > —oo.

Inbesondere sind Funktionen aus B(X) integrierbar, und das Lebesgue Integral
stimmt auf B(X) mit dem urspriinglich gegebenen Integral I : B(X) — R
iiberein.

Beweis von 4. f < g fiir f,g € BT(X) impliziert O(f) < O(g) nach 2. Das In-
fimum I (f) aller O(g) fiir f < g € BT(X) wird daher fiir g = f angenommen.
Das heisst

I*(f)=0(f

) -
Wegen I~ (f) < I'(f) geniigt es somit I~ (f) = O(f) zu zeigen. Wihle dazu
fn € B(X) mit f,, / f. Dann gilt U(f,) = I(f.) /" O(f) nach Definition von
O(f). Es folgt

I"(f):= limsup U(h) > lim U(f,) = O(f) .
heB—(X),h<f n

IMan sieht dann auch sofort, dass es reicht wenn fiir alle € > 0 Lebesgue integrierbare
Funktionen h und g existieren mit h < f < g und I(g) —I(h) < e. Denn g < g7,g" € BT (X)
mit 7(g) <O(g") und O(g") —I(g) <e/2und h~ < h,h~ € B~ (X) mit U(h~) < I(h) und
I(h) —U(h™) < e/2. Somit h~ < f < g™ mit O(gT) —U(h™) <e+I(g9) — I(h) < 2e.
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24.1.5 Permanenzeigenschaften

Die Menge aller Daniell-Lebesque integrierbaren Funktionen ist unter reeller
Skalarmultiplikation, Addition? und den Bildungen M, U abgeschlossen.

Beweis: Schritt 1. Wie man leicht sieht gilt I (f; + fo) < IT(f1) + IT(f2) und
IT(\f) < MIT(f) fiir A > 0. Entsprechendes gilt fiir /= mit den umgekehrten
Ungleichungen. Weiterhin I (—f) = —I~(f) und I~ (—f) = —I"(f). Daraus
folgt die R-Linearitét von 7, d.h.

’I(f1+f2> ZI(f1)+I(f2)‘

und

IO =2-1(f)]

fiir alle Daniell-Lebesgue integrierbaren Funktionen f1, fo, f und alle A € R.

Schritt 2. Wegen f f= —(=fu- f) geniigt, dass fiir integrierbares f und f
die Funktion f U f integrierbar ist. Notation: f* = maz(f,0) = f LU 0.

Schritt 3. Wihle h < f < g mit O(g) —U(h) = O(g—h) <eund h < f < §
mit O(g) — U(h) = O(g — h) < € wie im e-Kriterium so dass O(g) < oo und
O(g) < co. Es folgen daher die Ungleichungen hiuh < hUf < fUf < gUf < gUg
mit O(gLg) —U(hUh) =O(guUg—hlLh) <O(g—h)+O(§—h) < 2c wegen?

gUG—hUR<(g—h)+(G—h) .

Mittels des e-Kriteriums ist deshalb f LI f integrierbar, falls g U g integrierbar
ist (d.h. falls gilt O(g U g) < oo). Beachte g, g und g U g € BT (X).

Schritt 4. Fiir g, /" g und g, /" § mit gn,gn € B(X) gilt g, — Gn < Gy, =
Gn — G1- Bs gilt g, Ugn = Gn + (gn — dn)T < gn + Gt Also bleibt O(g U g) <
I(g) + limsup,, I(G;}) < oo beschriinkt, falls I(G;) beschrinkt bleibt. Wegen
I(G}) = I(G,) — I(Gy) und I(Gy,) / O(g) — I(g1) < oo geniigt es dazu die
Integrale von G,, = min(G,,,0) = G,, — G,/ zu beschrinken. Dies folgt aber aus

Gy <G, 0.
Somit gilt O(g L g) < 0.

Korollar: Die Menge aller reellwertigen Daniell-Lebesgue integrierbaren Funk-
tionen bildet einen Verband L(X) D B(X).

Lemma: Das Daniell-Lebesgue Integral I definiert ein Integral auf L(X).

Beweis: Wir haben bereits gezeigt, dass I eine R-lineare Abbildung ist. Wir
zeigen nun I(f) > 0 fiir beliebiges integrierbares f > 0. Beachte I(f) = I (f) =
liminf O(g) fiir Funktionen g > f > 0 mit ¢ € BT(X). Es gilt dann O(g) >
0(0) = 0 wegen 2., und somit I(f) = limsup O(g) > 0.

2Hierbei miissen wir annehmen, dass beide Funktionen in RT oder R~ liegen.
3Tst g(z) > g(x), dann ist gUGg—hUh <g—h <(9—h)+ (§ — h) im Punkt .
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24.2 Satz von Beppo Levi

Fiir eine monoton wachsende Folge f, /' f von integrierbaren Funktionen f,
definiert I(f,) eine monoton wachsende Folge reeller Zahlen. Gilt

’m:limsupnl(fn) < oo ‘,

dann ist die Grenzfunktion f integrierbar und es gilt I(f) = lim, I(f,) =k

Bemerkung: Eine analoge Aussage gilt fiir monoton fallende Folgen integrierba-
rer Funktionen f,, im Fall liminf,, I(f,) > —ooc.

Beweis: Fiir n € N wihle h,, < f, < gn mit hn, € B~ (X) sowie g, € BT(X)
und den Abschitzungen O(g,) — U(hy) < 57 und O(g,) < oo (e-Kriterium).

Untere Abschitzung. Beachte B~ ( )3 hy, < f = I (f) > limsup,, I(hy)
und I(fn — hn) < I(gn — hn) < 57 = I(hn) = I(fn) — 57 Also fiir n — oo
I(f)zr.

Obere Anschitzung. g, = U ,g; € B (X) erfiillt g, > f,. Die g, konvergieren
monoton gegen eine Grenzfunktion g,, /g, welche nach 23.3.1 in BT (X) liegt.
Die triviale Abschétzung g, — fn < iy (gi — fi) < >y (g — hy) liefert

n
9

27
=1

Fiir n — oo daher O(g) — k < e. Wegen f < g € BT(X) gilt IT(f) < O(g). Es
folgt IT(f) < K+ ¢ fiir alle £ > 0, also

I(f)< k.

Wegen IT(f) > I7(f) > & folgt somit IT(f) =I(f) =k < .
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24.3 Satz von Lebesgue

Sei f,, — f eine punktweise konvergente Folge von integrierbaren Funktionen
fn auf X, so dass eine integrierbare Funktion F existiere mit |f,| < F fir alle
n. Dann ist f integrierbar und es gilt

[ 1(f) = lim, I(f,) ]

Man nennt diesen Satz auch den Satz von der dominierten Konvergenz, da die
Funktionen f,, von der festen integrierbaren Funktion F' dominiert werden.

Beweis: Schritt 1. Es gilt

pul@) = inf (fila)) /" F(@).
Fiir festes n gilt fiir die Funktionen ¢(x) = ¢, (z)

(@)= i (fi(2) \ple) .
Wegen —F < ¢y, gilt limy, I(1),,) > —oo, und somit ist ¢,, integrierbar (Beppo
Levi). Wegen ¢,, < F gilt lim,, I(¢,) < oo, und somit ist f integrierbar erneut
nach Beppo Levi.

Schritt 2. Das Argument zeigt automatisch die Konvergenz I(vn(z)) — I(f).
Analog definiert man @, (z) = sup;s,, (fi(z)) \, f(z) und zeigt die Konvergenz
1(@n(x)) — I(f). Wegen

folgt dann wie behauptet die Konvergenz I(f,) — I(f).
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24.4 Nullmengen

Eine Teilmenge Y C X heisst endlich messbar, wenn ihre charakteristische
Funktion integrierbar ist. Man nennt die reelle Zahl vol(Y) = I(xy) > 0 das
Volumen von Y. Sind Y7, Y5 endlich messbar, dann auch Y; NY5 und Y; UY,
und

| vol(¥1) + vol (Y3) = vol (Y1 UY3) + vol(Yi NY3) |,

Dies ist klar wegen xy, + Xv, = Xviuv, + XvinYa-

Eine Nullmenge ist eine endlich messbare Menge vom Volumen Null.

’ Eine abzihlbare Vereinigung Y von Nullmengen Y; ist eine Nullmenge. ‘

Beweis: Fir Z,, = U_,Y; gilt xz, / xv. Nach Beppo Levi geniigt daher
vol(Z,) = 0 fiir alle n. Dies zeigt man induktiv mittels vol(Y;,) + vol(Z,—1) =
vol(Z,,)+vol(YNZ,—1). Beachte vol(Y,,NZ,,—1) = 0, denn es gilt ganz allgemein
nach dem e-Kriterium (genauer dessen Fussnote) und dem Satz von Beppo Levi

Jede Funktion mit Werten in R U ocoU —oo und Trdiger in einer Nullmenge ist
integrierbar mit Integral Null. Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen.

24.4.1 e-Kriterium fiir Nullmengen

Y C X ist eine Nullmenge, wenn fiir jedes € > 0 eine abzihlbare Uberdeckung
von'Y durch endlich messbare Mengen U; existiert mit Y .-, vol(U;) < €.

Beweis: U = U2, U; ist messbar mit vol(U) < e (Beppo Levi). Fiir ¢ = 1/n
nenne dies U(n). Dann ist Z, = (-, U(n) eine absteigende Kette endlich
messbarer Mengen mit vol(Z,) < +. Also ist Z = (\;2; Z, eine Nullmenge
(Beppo Levi). Aus Y C Z folgt die Behauptung.

24.4.2 Der Funktionswert unendlich

Sei* xx € BY(X) und ¢ > 0. Dann sind BT (X) und B~ (X) unter f — flec-1x
abgeschlossen. Dasselbe gilt dann auch fiir die integrierbaren Funktionen, wie
man leicht sieht.

Sei xx = 1x € BT(X) Dann ist fiir integrierbares f : X — RU oo U —oco die
Menge der Unendlichkeitsstellen f~1(£o0) jeweils eine Nullmenge in X.

Beweis: Fiir ¢ > 0 sind auch h = maz(0, min(cxx, f)), sowie dann f+ — h und
fn = 1xMNn-(f*—h) integrierbar. Beachte f,, /" xy fir Y = {z € X | f(z) > c}.
Wegen yy < { ist dann xy endlich messbar (Beppo Levi). Fiir Y = Y'(¢) folgt
daher vol(Y (c)) < I(f)/c. Wegen xy () \, xar fiir M = f~1(c0) folgt nach
Beppo Levi xps € L(X) mit I(M) = 0 [letzteres wegen 0 < vol(M) < I(f)/n
fiir alle n]. Also ist f~!(co) eine Nullmenge. Fiir —co ersetze man f durch —f.

4Dies gilt fiir den Baireschen Verband genau dann, wenn X lokalkompakt ist mit abzihl-
barer Basis. Eine Richtung ist der Satz 23.4.4.
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Kapitel 25

Integration im Euklidschen
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25.1 Fortsetzung des Riemann Integrals

Sei @ =[] [ai, bi] € R™ ein abgeschlossener Quader. In 19.6 haben wir gezeigt,
dass fiir stetige Funktionen f auf ) die partiellen Integrale

b;
L(f) :/A fx1, ..y xy)de,

definiert sind und stetige Funktionen in stetige Funktionen {iberfiihren. Dies
zeigt, dass das Integral I(f) =11 0 Iy0...0I,(f) oder

1(f) /bl (/b< b F@1, )i, )..) day

al az a

wohldefiniert ist und eine reelle Zahl liefert, welche nicht von der Reihenfolge
der Integrationen abhingt. Wir schreiben kurz fQ f= fQ flxy, . xp)dey...dey,

fiir dieses Zahl. Offensichtlich gilt fQ f=z0fir f>0.
Dies definiert nun in natiirlicher Weise ein Integral
I:C.(R")—>R.

Jedes f € C.(R™) besitzt ndmlich einen kompakten Tréger, welcher in einem
geniigend gross gewahlten abgeschlossenen Quader enthalten ist. Wir definieren
dann I(f) = |, 0 f, was offensichtlich unabhéingig von der Auswahl des Quaders
Q ist, solange dieser den Tréger von f enthélt. Dies ist ein Daniell Integral nach
23.6.

Verallgemeinerung: Sei allgemeiner U C R"™ eine offene Teilmenge. Dann gilt1

C.(U) C C.(R™) .

Das obige Daniell Integral I : C.(R™) — R auf R" definiert somit durch Ein-
schriinken ein Daniell Integral auf C.(U). Analoges gilt fiir abgeschlossene Qua-
der oder allgemeiner kompakte Teilmengen K von R™.

Dieses Daniell Integral kann nunmehr wie im letzten Kapitel zu dem Lebes-
gue Integral auf dem Raum der Lebesgue integrierbaren Funktionen fortgesetzt
werden. Im folgenden werden wir nur noch Integale in diesem verallgemeinerten
Lebesgue’schen Sinn betrachten.

1Siehe die Fussnote auf Seite 243.
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25.2 Kompatibilitiat

Sei X = [a,b] ein reelles Intervall. Dann ist X kompakt. Somit sind die cha-
rakteristischen Funktionen von abgeschlossenen und offenen Teilintervallen in
B~ (X) respektive BT (X) wegen 23.4.1 und 23.4.4. Insbesondere gilt dies dann
auch fiir die charakteristische Funktion von einzelnen Punkten. Somit gilt

Beliebige Treppenfunktionen mit endlich vielen Treppenstufen sind Lebesgue in-
tegrierbar.

Die Werte an den Sprungstellen kénnen dabei beliebig sein.

Zur Erinnerung: Eine auf einem kompakten Intervall [a, b] beschrinkte Funktion
f ist nach 13.3 Riemann integrierbar genau dann, wenn fiir alle € > 0 eine
Zerlegung Z = {xo, ..., x,} von [a, b] existiert, so dass gilt

OZ,f)~U(Z,f) <.

Die Treppenfunktionen

h = inf (f(x)) “Xzi—1,xi] 9= Z sup (f(x)) CX(mio1,xs)

] TE€[Ti—1,7] S celwiii i

konnen in den endlich vielen Punkten zg, ..., x, so abgedndert werden, dass fiir
die abgeénderten Funktionen gilt

h<f<g.

Andererseits sind (wie oben bemerkt) die abgednderten Funktionen Lebesgue
(oder auch Riemann) integrierbar mit Integral I(h) = U(Z, f) beziehungsweise
I(g) = O(Z, f). Somit ist eine Riemann integrierbare Funktion f auch Lebesgue
integrierbar auf [a, b] wegen der Fussnote zum e-Kriteriums 24.1.3.

Satz: Ist f beschrinkt und Riemann integrierbar auf [a,b], dann ist f auch
Lebesgue integrierbar auf [a,b] und das Lebesgue Integral von f ist gleich dem

Riemann Integral fab f(x)dz.

Korollar: Sei f : R — R (Riemann)-integrierbar auf jedem Teilinterval [—n,n]
fiirn € N. Egistiert? der Limes I = lim,, [ |f(z)|dz < oo, dann ist f Lebesgue
integrierbar auf R mit Lebesgue Integral I1(f) = 1.

Beweis: Beachte f € L(X) = |f| = fT — f~ € L(X). Wegen |f] - X[—n,n] /
|f] und dem letzten Satz ist daher F' = |f| integrierbar (Beppo Levi). Wegen
[+ X[=n,n) — [ punktweise, folgt die Behauptung dann aus dem Satz von der
dominierten Konvergenz.

2Dies wiire falsch ohne die Betragsstriche, wie man am Beispiel f(z) = sin(z)/x durch
partielle Integration leicht sieht!



196 KAPITEL 25. INTEGRATION IM EUKLIDSCHEN

25.3 Einige Anwendungen

1) Exponentialfunktion: g(z) = exp(—=x) ist Lebesgue integrierbar auf [0, c0)
mit Integral 1 nach dem letzten Korollar, némlich g, (x) = x(0,n) - exp(—2) /
exp(—z). Die Funktionen g,,(x) liegen in B*([0,00)) und sind Riemann inte-
grierbar. Der Limes lim,, o I(gn) = 1 < oo ist endlich.

2) Gausssche Funktion: f(z) = exp(—2?) ist Lebesgue integrierbar auf [0, c0),
denn nach 19.3.2 gilt 3

fulx) = maX(O7 (1- %2)") /' f(x) = exp(—2?) .

Jedes f,,(x) ist Riemann integrierbar. Die Konvergenz wird dominiert etwa (aus-
serhalb von [—1, 1]) durch die Lebesgue integrierbare Funktion F(z) = exp(—x)
aus Beispiel 1). Nach Lebesgue 24.3 folgt daher

n 2

1 [eS)
lim (1— x—)"dw = lim \/ﬁ/ (1—2%)"de = / exp(—2?) dx .
0 0

Wegen I, = fol(l — 2?)"dx = %Ir,l fiir reelles > 0 (folgt durch partielle

Integration) und Iy = 1 ergibt sich die Wallis’sche Produktformel

. 2-4-6---2n
n—oo 3:5-7---(2n+1)"’

oder auch

lim,, o0 (222:) ﬁ = ffooo exp(—2?) dx | .

Mittels der Sterlingschen Formel 17.2 ergibt sich auf der linken Seite alternativ
der Wert x/ \/i7 wobei x die noch unbestimmte Konstante in der Stirlingschen
Formel ist. Die Bestimmung der Konstante k = V27 1duft daher auf folgende
Formel hinaus

fjof exp(—2?) dv = /7|.

Beweis: In obiger Rechnung ersetzen wir jetzt die natiirlichen Zahlen n durch
die Folge der halbganzen Zahlen % + N. Dies zeigt

oS] 1
/ exp(—2?) dr = lim \/1/2+n/ (1 —x2)”+%d$
0 oo 0

. 3.5.7---(2n+ 1)
= 1 \/1/2 . Y E
Jim V1/2 4 168 --(2n+2) %

Durch Multiplikation mit der obigen Wallis’schen Formel folgt wie behauptet

(/w (<o) de) = Jim yfnlntg) 2 ay =T

erpl—x XL = 1m n\n — ) cl1 = —

, P e 2 my2 't 1
P p2m+2 P 1 g2mi2

310g(fn(x))=— 0 #HT <— v T (e =log(fni1(x)) fiir 0 < z2 < n.
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wegen 1 = 7 (Fliche des Viertelkreises)®.

3) Analog: f(z) = exp(—12?) ist Lebesgue integrierbar auf [0, 00) mit

—2dx = i . ’
/0 exp(=a7)de = lm n - )

4) Potenzen: Die Funktion f(x) = a® ist fiir & > —1 Lebesgue integrierbar auf
[0,1]. Sie ist nicht Riemann integrierbar im Fall —1 < o < 0.

5) Hyperbenen: Die Hyperebene Y = {x = (21, ..,z,) € R” | 1 = 0} im R™ ist
eine Nullmenge vol(xy) = 0. Dies folgt aus dem e-Kriterium fiir Nullmengen,
indem man Y durch immer grésser werdende Quader

Qm:

tiberdeckt. Beachte >, vol(Qn) =2 @m const(n) - €.

m 2m

6) Kugelvolumina: Das Volumen der Kugel K,(0) vom Radius » im R" wird
gegeben durch

vol (KAO)) =c(n)-r"

fiir eine universelle Konstante ¢(n), welche nur von n abhéngt. Wir zeigen dies
durch vollstdndige Induktion nach n mit Hilfe des Satzes von Fubini 25.4

vol(K,(0)) = ¢(n—1) /T (V2 —a2)" Ydw, =2 c(n— 1).[an1 -t

-

Also gilt

c(n)=2-c(n—l)-InT4

Man sieht jetzt sofort mit Hilfe der Rekursionsformel fiir die Funktion I, von
25.3 Beispiel 2)

’0(211) , c(2n+1) € W”Q‘

7,c(4) = 172 usw. Beachte I

Etwa c(1) = 2,¢(2) = 7,¢(3) = 2

ol

7) Abgeschlossene und offene Mengen: Jede im R™ beschriinkte offene oder ab-
geschlossene Teilmenge Y ist endlich messbar.

Beweis: Wegen 23.4.4 und 24.1.4 geniigt es O(Y") (fiir Y offen) beziehungsweise
U(Y) (fir U kompakt) urch das endliche Volumen eines Quaders abzuschétzen,
welcher Y enthilt.

R
4Die Substitution ¢ = sin(z) liefert 11 = 0”/2 cos?(x)dz . Partielle Integration gibt

R R
/2 cos?(z)dz = sin(z)cos(z)|) T2y OW/Q

2 0‘"/2 cos?(x)dx = 7/2 oder I1 = /4.
2

sm2 (z)dz. Also wegen sin?(x) = 1 — cos?(x) folgt
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25.4 Der Satz von Fubini

Sei X = X7 x Xs und X7 = R” und X, = R™. Fiir jede Lebesgue integrierbare
Funktion f = f(z1,22) € L(X) gilt dann

Es gibt eine Nullmenge Ny in X1, so dass fiir x1 ¢ Ny die Funktion f(x1,—) fir
festgehaltenes x1 Lebesgue integrierbar auf Xo ist. Das Integral I5(f) existiert
daher. Es definiert eine integrierbare Funktion fi(x1) auf X1, dessen Integral
I (f1) gleich I(f) ist. Kurz

[1(5) = h(L(H)]-

Und dann gilt natirlich auch I (I2(f)) = La(11(f)).

Beweis: Schritt 1. Der stetige Fall. Die analoge Aussage fiir stetige Funktionen
mit kompaktem Tréger ist offensichtlich richtig. Dies folgt aus 19.6.

Schritt 2. Der Spezialfall f =: g € BT (X). Fiir Funktionen g € B*(X) gilt
gn /" g fiir eine geeignete Folge g, € C.(X). Es folgt

a) gn(xla 7) € CC(X2)
b) gn(xh _) / g(xla _)7 also 9(1'17_) € B+(X2)

c¢) Es gibt eine Nullmenge N C X7, so dass fiir 1 ¢ X3 die Funktion g(z1, —)
integrierbar auf X, ist, d.h. wegen 24.1.4

I (g(x1,—)) = O(g(x1, —)) = limsup Iz(gn(z1, —)) < 00 .

Fiir letzteres beachte N = {z1 € X1 | Iz2(gn(z1,—)) /" +o0} ist eine Nullmenge:

N C ﬂ N, = ﬂ {z1 € X1 | In L(gn(z1,—)) > m}

m=1

und N1 2 Ny O N3 D ... und N, offen mit vol(N,,) < I(|g|)/m. Also folgt nach
Beppo Levi vol(N) = 0. Fiir z; ¢ N ist somit ¢) richtig

’g(azl, —) integrierbar auf X, fiir x; ¢ N‘ .

Fiir ;1 ¢ N impliziert b) und Beppo Levi Is(gn(x1,—)) /" L2(g(x1,—)) < oc.
Nach Schritt 1 sind die Integrale I5(g, (21, —)) in C.(X7). Es folgt

[fil@r) = B(g(er, ) € BHXY)|

und dann per Definition von O(f1)
O(I2(g(21, =))) =pes limsup I (I2(gn (21, —)))
—Def lim sup I(gn)
n

=Def I(g) <00
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wegen der Definition von I als Daniellfortsetzung von I = I o I : C.(X) — R.
Aus 24.1.4 folgt daher O(f1) = I (f1) und

’fl = Ir(g(x1,—)) ist integrierbar auf X; ‘

| L(L(g(a1,-)) = 1(9)] -

Schritt 3. Der allgemeine Fall. Sei f integrierbar auf X = X; x X5. Fire > 0
gibt es dann h < f < g mit g,—h € BY(X) und O(g — h) < £ und O(g) < oo
wegen dem e-Kriterium.

Nach Schritt 2: 3 eine Nullmenge N C X7, so dass fiir alle z; ¢ N gilt
h(xlv _) < f(xla _) < g(xla _)

—h(z1,—),g(x1,—) € BT (X>) sind integrierbar .

Angenommen wir kénnten eine Nullmenge N1 D N finden, so dass fiir 1 ¢ Ny
gilt
Iy(g(x1,—) —h(z1,-)) <e , Ix(g(z1,—-)) < o0,

dann wire wegen dem e-Kriterium f(z1,—) integrierbar auf X5. Aus der Mo-
notonie des Integrals wiirde ausserdem fiir x; ¢ Ny folgen

Ly(h(z1,—)) < La(f(z1,—)) < L2(g(z1,—)) -

Wegen Schritt 2 gelten andererseits wegen g € BT (X) und g — h € BT (X)
bereits die Aussagen

Ii(Ix(g(x1,—))) = I(g) < o0
Li(Ia(g(21, =) — h(z1,—)) =1(g—h) <e.

Zusammen ergibt dies

’12(]"(331, —)) ist integrierbar auf X; ‘

und durch Vergleich mit den einschachtelnden Integralen von h und g folgt

’fl(fz(f(l‘l,—))) = I(f)

da diese Aussage fiir h und g nach Schritt 2 bereits gilt.

)

Schritt 4. Konstruktion von N;. Wir wahlen Folgen g,,, h,, anstelle der bisher
festgewahlten Funktionen g, h, so dass jetzt gilt

1
O(gn - hn) < H .
Setzt man
N = (N, = ({21 € X1 | L((gn — ha)(21,-)) <e},
n=1 n=1

dann ist N’ wegen vol(N},) < - nach Beppo Levi eine Nullmenge in X1, und

die Nullmenge N1 = N U N’ hat die in Schritt 3 benétigten Eigenschaften.
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25.5 Substitutionsregel
Seien U,V C R” offene Mengen und sei
p:U—-V

eine bijektive stetig partiell differenzierbare Abbildung, so dass gilt

det Dp(z) #0 fir allez € U .

Dann ist fiir jede Lebesgue integrierbare Funktion f : V — R die Funktion
flo(x)) - |det Dp(x)| Lebesgue integrierbar auf U und es gilt

G) | fy fWdy = [y, f(e(x)) - |det Dp()|dx | .

Beweis: 1.Schritt. Reduktion auf f € C.(V). Angenommen die Aussage gelte fiir
alle f € C.(V). Dann gilt sie auch fiir f € BY(V) (oder B~ (V)). Fiir f,(y) /
f(y) mit f, € Ce(V) gilt némlich f,(p(x)) - |detDp(x)|  f(p(x)) - |detDep(x)].
Der Grenzwert liegt in BT (U) wegen f,,(¢(2)) - |det Dp(z)| € C.(U). Somit folgt
die Behauptung nach Beppo Levi. Mit dem e-Kriterium schliesst man aus der
Giiltigkeit fiir h € B7(X),g € BT (X) durch Einschachtelung h(y) < f(y) <
g(y) auf die Giiltigkeit fiir alle f € L(V). Wir nehmen daher im folgenden an
f€C.(V). Dann ist f(¢(x))-|det Dp(z)| in C.(U), also integrierbar. Zu zeigen
bleibt die Integralformel ().

2.Schritt. Gilt die Aussage fiir ¢ : U — V und ¢ : V. — W, dann gilt sie fiir
Yoyp:U — W. Klar (Kettenregel)!

3.Schritt. Die Aussage gilt fiir die Einschrénkung ¢ : U — V von linearen
Abbildungen ¢ : R™ — R™. Beweis: Jede invertierbare Matriz ist ein Produkt
von oberen und unteren Dreiecksmatrizen. Mittels Schritt 2 reduziert man somit
auf den Fall oberer und unterer Dreiecksmatrizen (sogar Elementarmatrizen).
Mittels Fubini reduziert dies auf den eindimensionalen Fall R (insbesondere die
Aussage, dass das Riemann Integral translationsinvariant ist).

4.Schritt. Zum Beweis geniigt es in (%) die Ungleichung < zwischen beiden Seiten
zu zeigen. Die entsprechende Ungleichung fij}.r die Umkehrfunktion ¢ = ¢!
liefert nach kurzer Rechnung die Gleichheit (Ubungsaufgabe).

5.Schritt. Angenommen die Ungleichung < wére falsch, und die linke Seite etwa
um £ > 0 grosser als die rechte. Wir legen den Tréger K (in U) von f(p(z)) in
einen Quader @ = Qo C R™, und halbieren diesen iteriert (Quaderschachtelung).

Schubfachschluss(!): Es gibt eine absteigende Folge von Teilquadern Q. C Qo
mit vol(Qm) = 27" vol(Qo) und

lim f(p(Qm) f(y)dy < K 4 lim me f(e()) - |det Dp(x)|dx
m—oo  vol(Qm) ~ wol(Qp) | m—oo vol (Qm)

sowie (Qm = {x0} (Quaderschachtelung).
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Hinweis: Lasse den Limes weg und multipliziere mit vol(Q,,). Wie findet man
wohl den Quader Q,, in Q,,_1? Natiirlich durch einen Schubfachschluss!

6.Schritt. Wegen der Stetigkeit von f gilt fiir den Limes rechts

 Jou S(pla) et D)
m—o0 vol(Qm)

Wir wollen einen Widerspruch herleiten!

= [fp(20)) - |det Dep(xo)| -

7.Schritt. Durch Komposition mit einer linearen Abbildung (benutze Schritt
2,3) kann dazu obdA Dy(zg) = idgn angenommen werden. Dann gilt

- Jo, f(¢(x)) - |det Dp(x)|dz
m—00 vol (Qm)

= f(e(xo)) -

8.Schritt. Abschédtzung der linken Seite. Wendet man 21.5.1 auf ¢ an folgt
llp(z) — Do) (z —x0)|| < €]l — x0]|, falls gilt ||z — zo]| < 6(¢). Nach Annahme
gilt Dp(xp) = idgn. Ist daher m gross genug, ist wegen dieser Abschiitzung das
Bild ¢(Q,,) in einem Quader mit Mittelpunkt ¢(zg) und Kanten der Lingen
< (14¢€)const.-27™ enthalten (const sei die Kantenldnge von (g). Aus Stetig-
keitsgriinden gilt fiir den Limes der linken Seite mit yo := ¢(x0)

i o fW)dy
(1+e)" flyo) = Jinoowvolw'

Aus Schritt 5,7 und 8 folgt

K

(1+e)"- f(yo) — f(yo) = m>0.

Wi&hlt man e geniigend klein wird die rechte Seite f(yo) - [(1 4 €)™ — 1] = O(e)
kleiner als ﬁ% Ein Widerspruch zur Annahme x > 0 in Schritt 5. Dies
zeigt in Schritt 5 die gewiinschte Ungleichung, und damit wegen Schritt 4 die
Behauptung. Damit ist der Satz bewiesen. [

Einige zusitzliche Erliuterungen’678910

R R
52.Schritt: Wendet rgan rechts in 1, g(2)dz = 1, g(¥(y)) - |[det D (y)|dy die Substituti-
onsregel an, ergibt dies ; g@b(w(x)) - [det DY (p(x))| - |[detDp(x)|dx =, g(b(p(z))|detD (4 o
P)(@)ldz. Also yy g(2)d5 = 1 9((#) 0 9) (@))detD( 0 p)()]da.
63.Schritt: Jede lineare Abbildung ist ein Produkt von Diagonalmatrizen und elementaren
Scherungsmatrizen. Fiir Scherungen ist die Funktionaldeterminate 1. Mittels Fubini reduziert
man den Fall der Diagonalmatrizen auf die eindimensionale Subgfitgtionsregel. Im Scherungs-
fallpist nach Fubini obdAgn = 2 und diegAussage folgt aus ,(  f(z, A - = + y)dy)de =
]R( R f(z,y)dg)da: wegen p h(yO + y)dy = R h(y)dy
T4.Schritt: ; g(x)de <y, g(¥(y))|Dy(y)|dy gibt fiir Y = ¢! und g(z) = f(p(2))|Dep(z)|
guit Hilfe dergKettenregel detD(¢(x) - det Do(xz) = 1 die gewiinschte inverse Ungleichung
v fWdy = ¢ f(e(x)) - |det Do(z)|da.
85.Schritt: Eigentlich miisste als Integrationsbereich dastehen Q.,NU respektive ¢(QmNU).
Aber fiir m >> 0 gilt @, C U wegen zg € K C U.
9Schubfachschluss: Gilt & > Ag,, , /vol(Qm—1) = 511 AQum. /V0UQm—1), und ist Qm
einer der 2" Teilquader Qm,,» mit maximalem Aq,, ,, dann gilt £ > 2" - Aq,, /vol(Qm—1) =
AQ,y, [vol(Qm). R
106.Schritt: Es gilt vol(Qm) -HLinzeth(z) < o h(z)dr < vol(Qm) - marzeq,,h(z),
und somit 1imm—oovol(Qm) ™1 om h(z)dx = h(zo) fiir jede stetige Funktion h.
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26.1 Tensoren

Sei K ein Korper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum der Dimension
N. Sei T eine K-Multilinearform der Stufe r auf V

TeMut(Vx...xV,K).
—_————

T

Das heisst T'(v1, .., v,) € K fiir vy, ...,v, € V, und dieser Fuunktionswert hingt
linear von jeder der Variablen v; € V' (wenn die anderen Variablen v; fiir j #
i festgehalten werden). Wir bezeichnen solche Multilinearformen 7' auch als
Tensoren der Stufe 7.

Der Raum aller solchen Tensoren der Stufe r ist ein K-Vektorraum

Tr(V*) = Mult(V x ... x V,K) = Mult(V", K)

T

beziiglich punktweiser Addition und Skalarmultiplikation. Formal setzen wir
TO(V*) = K.

Beispiel 1: Ein Tensor T der Stufe 1 ist nichts anderes als eine K-Linearform
T:V — K auf V. Also ist T'(V*) = V* der Dualraum V* von V.

Beispiel 2: Ein Tensor T der Stufe 2 ist nichts anderes als eine K-Bilinearform
T(v1,v2) auf V.

26.1.1 Das Tensorprodukt
Seien '€ T"(V*) und S € T5(V*). Dann ist T ® S € T"+5(V*) definiert durch

(T®S) 01y e ey Uy Vpg1ye ooy Upgs) i=T(1, ooy 00) - S(Upg1y e oy Upges) -

Definition: Sei K ein Korper. Eine K-Algebra ist ein Ring, welcher den Koérper
K als Unterring enthélt.

Beispiel: Die Tensoralgebra

TV =T (V) , T(V*)=Mult(V", K)

mit dem Tensorprodukt ® als Produkt und 7°(V*) = K als Unterring.

Dazu muss man zeigen, dass das Tensorprodukt ist assoziativ und distributiv
ist. Wir lassen dies als
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26.1.2 Ubungsaufgabe

Man zeige folgende Aussagen:
o NI+ ul)®S =M1 ®S+ pd>®S (Distributivgesetz)
o T'®(AS1 +pS2) = AT ® 51 + uT ® Sy (Distributivgesetz)
e (T®S)®R=T®(S®R) (Assoziativgesetz)
e T'®S#S®T (im Allgemeinen nicht kommutativ)

Eine K-lineare Abbildung f : V' — W induziert einen Algebrenhomomorphismus

1) 1) = (V)]

vermoge T*(f)S(vy,..,vs) := S(f(v1),.,,, f(vs)). Dies ist offensichtlich!

26.1.3 Dimensionsformeln

Sei ey, .., en eine K-Basis von V. Dann definiert e} (e;) = d;; die Dualbasis des
Dualraums V*.

Behauptung: Die Tensorprodukte der Linearformen e}, € V* = THV™)
e, ®...0e €T (V") , 1<iy,..,ip <N
definieren eine Basis von 77 (V*).

Beweis: 1) Lineare Unabhéingigkeit. Gilt

N N
Z"'ZTH"”»Z’N'e:1®"'®e:" =0,

=1 =1

dann folgt durch Einsetzen von v, = e;, sofort T}, .. j, =0 wegen ej ®...®

N N
e; (e, ve) =116 (e,) =IT=1 0i g0 -

2) Erzeugendensystem. Fiir T € T"(V*) setze

N N
2 * *
T= E E T(ei, - eiy) €, ®...0€ .
i1=1  d=1

Dann gilt T'(ej,,--- ,€j,) = T(ejl, ~o,ej) wegen e ® ... ® ef (e, .€5,) =
Hf,V:l di,.j,- Aus der Gleichung an den Basiselementen folgt T'(vq,..,vn) =

T(v1,..,un) vermoge des Distributivgesetzes fiir alle vy, .,,vny € V.

Folgerung: Vermoge der obigen Basis des K-Vektorraums T7(V*) erhalten wir
die Dimensionsformel

| dim(T7 (V")) = N |.
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26.2 Die symmetrische Gruppe %,

Die symmetrische Gruppe ¥, ist die Gruppe der Permutationen von n Zahlen,
das heiffit die Menge aller bijektiven Selbstabbildungen einer endlichen Menge
M=A{1,2,...,n}.

o: M= M.
%, wird erzeugt von den Transpositionen (1 2),(2 3),...,(n — 1 n). Das heifit

jede Permutation kann als Verkniipfung von Transpositionen geschrieben wer-
den. (Beweis siehe z.B. Lineare Algebra II, Prof. Kreck).

Das Vorzeichen oder Signum einer Permutation ist entweder 1 oder —1 und kann
folgendermaflen definiert werden. Sei o € X,,. Man betrachte die (n x n)-Matrix
A, wo die i-te Zeile aus lauter Nullen besteht, auler an der Stelle o (i), dort
steht eine 1. Sei z.B. 0(1) =3, 0(2) =1, 0(3) = 2. Dann ist

01 0
A-=1(0 0 1
1 00

Wir definieren
sign(o) = det(A4,) .

Satz: Die Abbildung
sign : 3, — {1, -1}

definiert einen Gruppenhomomorpismus.
Beweis: Folgt sofort aus dem Multiplikationssatz der Determinante. O

Definition: Sei f: M™"— N eine beliebige Abbildung und o € %, eine Per-
muation. Dann definieren wir eine neue Abbildung

of : M"—N
durch o f(my,...,my) = f(Mg), .. Mamn))-
Lemma: Firo,7€ X, und f: M—N gilt

o(rf) = (0om)f].

Beweis: Einerseits gilt fir mq,...,m, € M:
(o) f(mi,...,mn) = [(M(gor)(1)s -+ M(oor)(n)) -
Andererseits ist aber
O—(Tf)(mla s 7mn) = Tf(ma(l)v s 7m0(n)) .
Setzt man jetzt m; := mg(; fiir j = 1,..,n, dann gilt
Tf(Ma1)s - Mon)) = f(Mry, -5 Mr)) -

Aus ﬁlT(j) = 7710(.,-(]-)) = 777,(00.,-)(3') folgt die Behauptung. L]
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26.3 Alternierende Tensoren

Es bezeichne
AT(V*) € Mult(V", K)

den K-Vektorraum aller alternierenden Tensoren der Stufe r. Hierbei heisst ein
Tensor T alternierend, wenn fiir alle o € 3, gilt

’T(vo(l)a s ?,UO'('I")) = sign (U) : T(Ulv s vvr’) :

Bemerkung: Analog definiert man symmetrische Tensoren.

Achtung: Sind 7" und S nun symmetrische/alternierende Tensoren, dann ist das
Tensorprodukt T'® S in der Regel nicht mehr symmetrisch/alternierend.

26.3.1 Der Alternator

Der Alternator A = % Y ey, sign(o)o

A(T)(v1,...,0.) = % ZUEZT sign(o) - T(va(l), . ,’UU(T))

definiert eine eine K-lineare Abbildung

Mult(V", K) —  A™(V?)
T — A(T),

die eine beliebige Tensor 7' in einen alternierenden Tensor A(T") iiberfiihrt.
A(T) ist offensichtlich wieder multilinear, da es als eine Summe multilinearer
Funktionen definiert ist. A(T') ist ein alternierender Tensor, denn’

A(T)(Ug(l), N ,UU(T)) = — Z Slgn wT(l), ce ,w,,.(r))
TGE
1 .
= ﬁ Z s1gn(7') . T('U(UOT)(l), ce 7U(O'OT)(7'))
TEL,

1 . _
= Z sign(c ™! o p) “T(Wp(1ys -+ Vp(r))

== s1gn Z sign(p) - T(Vp(1), -+ Vp(r))
pPEX,.

=sign(o) - A(T)(v1,...,v.) .

P P
TKurz: A(T)o = % _sign(r)To = 4 _sign(o) sign(ro)ro = sign(o) A(T).

7!
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26.3.2 Projektoreigenschaft

Fir T € A™(V*) gilt:
e A(TY=T
o Die Abbildung A : T™(V)—A"(V*) ist surjektiv.

e Ao A=A, das heifit A ist ein Projektor.

Beweis: Wegen 4 >° 1 =1 und sign(7)? = 1 gilt

TES,
Ao, v) = = 3 siEn(r)  T(wrgys - vrcr)
TEE
Z sign(7)? - T(v1,...,0.)
TEE
:T(l,...,vr) .
Daraus folgt A%(T) = A(A(T)) = A(T) wegen A(T) € A¥(V*).
O
26.3.3 Eine Formel
Es gilt ALAR®S)®T)=ARS®T)=AR®AS®T)).
Beweis: Es geniigt zu zeigen
AAX)IQY)=AX®Y)=AX ® A®Y)) .
Setze dann X = R® S, Y =T etc. Nach Definition gilt:
1
AAX)®Y) = ] Z sign(o ( 0 Z sign(r ) (X®Y)
OEX s TEX,
= Z ( 1) Z sign (UT)O’T) (X®Y)
TEX, OTEYX 45
Z 1-AX®Y)
TEEr‘
=1-AX®Y)
=AX®Y).
O

Korollar:  Aus A(X) = 0 oder A(Y) = 0 fir Tensoren X € T"(V) und
Y eT(V) folgt AX®Y)=0.
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26.4 Das Dachprodukt
Definition:  Das Dachprodukt

AT (V) % A5 (V) — A5 (V)

ist definiert durch

TAS = EE AT wS)

rl.s!

Lemma: Fs gilt fir T,T1,To € A"(V*) und S € A5(V*)
1. ()\Tl +/,LT2)/\S:)\T1/\S+MT2/\S
2.TANS=(-1)"SAT,

Beweis: Da die erste Behauptung trivial ist, geniigt A(S®T) = (—1)"A(T®S):

Sei 7 die Permutation 7(1) = r+1, 7(s) =r+s, 7(s+ 1) = 1, 7(r +s) = r.
Dann gilt sign(tau) = (—1)" und

(r+8)- AT ®8S)(v1,.. ., Vr, Upg1,y ..oy Upgs)
= Z sign(o) . T(Ua(l), . ,UU(T)) . S(Uo(r+1)7 . 7UG(T+S))

oeEYX,
= Z sign(o) - S(Vo(r41)s - -+ Vo(rts)) " T (WVa(1)s -+ Vo(r))
oEY,
= Z Sign(g) . S(va'T(l), s 71}0'7'(7")) : T(vO'T(T+1)7 s 7Uar(7*+s))
oeY,
= Z Slgn(o—)(s ® T) (UUT(1)7 <o Vor(r)y Vor(r+1)s- -+ 7v0'7'(7'+8))
oEX,
= Z sign(o7) sign(7)(S @ T)(Var(1)s - -+ » Vor(r) Vor(r+1)s - - s Vor(r+s))
ceX,
=sign(7) Z sign(p) (S @ T)(Vp(1)s - -+ s Up(r)s Vp(r41)s - - s Up(rts))

pEX,
:(71)7’8 : (T + 5)' A(S® T)(Ula sy Upy Upgdy e e 7vr+s) :

O

Korollar: Das Dachprodukt ist assoziativ (RN S)ANT = RA(SAT) fir
alternierende Tensoren T, R, S.

Beweis: Folgt aus 26.3.3 und

(r+s)! (r+s+! (r+s+t) (s+1)!

rlosl (rts)l-tl (s 0! st

durch Einsetzen in die Definition des Dachproduktes.
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O

Bemerkung: Fiir 7, € A™ (V™) zeigt man leicht

(r1+...4+7rs)!

AN ATy =
’/‘1!"~7“s!

AT ®...0T,) .

26.4.1 Eine Basis von A*(V*)

In diesem Abschnitt konstruieren wir eine Basis des Raumes aller alternieren-
den k-Linearformen des Vektorraums V. Sei dazu eq,...,en eine Basis des
N-dimensionalen Vektorraums V. Sei e, ..., e} die induzierte Dualbasis des
Dualraums V* definiert durch e (e;) = d;; (Kronecker-Delta).

Vorab einige Sonderfille (ohne Beweis):

e k=0: A°(V*) = K per Definition.
Eine Basis ist also durch das Element 1 € K gegeben.
o k=1:
A'(V*) = {a: V' = V—K | o multilinear und alternierend }
={a:V—K |« linear} = V*.

Eine Basis ist also e, ..., ex.

e k=N=dimV:

AN(V*) = {a : VN = M(N,N; K)—K | a multilinear und alternierend = K

(Raum der Determinantenfunktionen)

Basis: det (Determinante).

o k> N:

AR (V) = {a: VF— K | a multilinear und alternierend} = {0} .
Es bleibt also noch eine Basis fiir A*(V*) fiir 1 < k < N zu finden.

Definition: Fir I = {v1,...,vx} C {1,...,n} k-elementige Teilmenge mit
1 <...<vy setzen wir

e = e, N...Ne, = Zsign(a)-o(e;@...@e;k) = kl-Ale), ®...Q¢,) .
oEYX
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Satz: Die e} fir I C {1,...,n},|I| = k bilden eine Basis von AF(V*).

Beweis: Erzeugendensystem. Sei w € A¥(V*). Definiere fiir I = {v1,...,v} C

{1,...,n} mit 1y < ... <y durch Einsetzen in die Multilinearform w
wri=wl(ey,,...,e,,) € K.

Behauptung

Es ist zu zeigen, dass w und Z|I|:k wrej punktweise gleich sind. Da w aber
multilinear ist, geniigt es die Gleichheit auf den Basiselementen e, , ..., e,, zu
zeigen. Da beide Seiten alternierend sind, geniigt es den Fall 11 < ... < v, zu
berachten. Wegen

1, fallsI={v,...,v}

7 Vit vV, :6 v 1% =
cilen ew) L, {0, falls I # {v1,...,vk}

gilt
* _ 5 _ Def
wlej(eula ey euk) = W1 01 {vy,ui}y = w{ul,...,uk} = w(evm e ,euk) .
I I

_ *
Also w =3 wrej .

Linear Unabhéngigkeit. Fiir I = {u1,..., 45} mit g1 < ... < px und A\; € R
gelte > ; Arej = 0. Das heifit fir alle vy,...,v, € V gilt

(ZAIe’j) (v1,...,on)=0.
I

Fixiere I = {u1,..., ux}. Insbesondere gilt obige Gleichung fiir e,,,...,¢€,,.

Daraus folgt
<Z/\Ie?> (Epry--seu,) =Ar=0.
I

WEeil I beliebig gewahlt war folgt daraus, dass alle A\; gleich Null sind. Das be-
deutet, dass die ef mit I C {1,...,n}, |I| = k linear unabhéngig sind.

Also bilden die e} mit I C {1,..., N}, |I| = k eine Basis von A*(V*).

Korollar:  Fiir N = dimg (V) gilt

(v = ()

Insbesondere ist A*(V*) =0 fiir k > dimg (V).
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26.5 Zusammenfassung
Im letzten Abschnitt haben wir gezeigt, dass die alternierenden Tensoren
oo
DA v =av
k=0
eine K-Algebra definieren beziiglich des Dach-Produktes.
Weiterhin gilt
1. A(V*) =K
2. NN (V*)=V*=Kel @...0 Kel.
I nAw= (-1 -wAn fir ne A"(V*), w e A%(V*).
4

cep=ep Ao Nep  falls T = {vy,. .. ), mit vy << v mit [I] =k
fiir |[I| = r definiert eine Basis von A"(V*).

ey =

. 0, falls INJ #
. _
! tei,, falls INJ =0

Wir bemerken, dass dies im Fall V* = Rdx1$...®Rdz v einen neuen und besse-
ren Beweis fiir die Eigenschaften des in Kapitel 20 eingefithrten Dachproduktes
von Differentialformen.

26.5.1 Funktorialitit

Der Pullback

Vi— A*(V7")
definiert einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der K-Vektorrdume
in die Kategorie der K-Algebren:

14 A* (V™)
f A*(f)
gof W A (W) | A*(f)oA®(9)=A"(gof)
g A*(9)
U A*(U7)

Der Beweis dieser Funktorialitdtseigenschaft ist trivial, denn fiir einen beliebigen
Tensor S der Stufe s ist

(T*(g o £)S) (1, 05) = S((g 0 f)(v1), -, (g0 ) (vs)) = S(g(f(v1)), -, 9(f (vs)))

= (T*(9)S)(f(v1), -, f(vs)) = T*(/)T*(9)(5))(v1, -, vn) -
Daher T*(go f) = T*(f) o T*(g). Im Spezialfall der alternierenden Tensoren
gibt dies die obige Aussage.
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27.1 Vorbemerkung

Wir betrachten nun in den Bezeichnungen des letzten Kapitels V = KV =
Kei®...® Key sowie V* = (KN)* = Ke} @...® Kely fiir den Korper K = R
der reellen Zahlen. Wir nennen die e; nun 0; und die €} nun dz; (rein formal).
Dann gilt per Definition

dxz(aj) = 5ij .

Was uns dabei vorschwebt ist folgendes: Sei U C RM eine offene Teilmenge
und sei g € U ein gegebener Punkt. Dann betrachten wir den Tangentialraum
T, (U) von U im Punkt . Dieser Tangentialraum ist nichts anderes als der U
umgebende euklidsche Raum RY, allerdings mit dem Ursprung im Punkt . Die
Standardbasisvektoren schreiben wir daher anders, ndmlich mit den formalen
Symbolen 91, ..., 0N .

Der Tangentialraum: T,(U) =R @ ... D Roy.

Der Kotangentialraum:

| T.(U)* = Rday @ - © Rday |,

Die Bezeichnung ist wie folgt motiviert

Auswerten: Fiir eine Einsform w € A*(U) gegeben durch w = wy(z)dzy + -+ +
wy(x)dry ist die Auswertung im Punkt z( definiert als der Vektor eval(zp)(w
des Kotangentialraums T, (U)*

eval(zo)(w) = w(zg) -dry + -+ +wn(xo) -deny € Ty (U)* .
Allgemeiner: Fiir eine Differentialform w = Y wy(x) - dxy € A*(U) auf U C R
und xp € U definiert

eval(zo)(w) = Y wi(xo) - day € A*(Ty, (U))

einen Tensor auf dem Tangentialraum Ty, (U) = Rdz; + ---Rdz, von U im
Punkt zg.

Lemma: Gilt fiir zwei Differentialformen w,n € A*(U) die Gleichheit eval(xg)(w) =
eval(xzo)(n) fir alle Punkte xo € U, dann gilt w =1 in A*(U).

Beweis: Trivial, denn Gleichheit aller Auswertungen bedeutet wr(xo) = nr(zo)
fir alle I und alle g € U.
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27.2 Der Pullback von Differentialformen

Satz: Seien U C R™ und V C R™ offene Mengen und sei
U=V
eine C*°-Funktion. Dann existiert ein R-Algebrenhomomorphismus
J* AN (V) — A ()
mit folgenden Eigenschaften:

1. f* ist graderhaltend

f* ist ein R-Algebrenhomomorphismus

A+ () = ()

Fiir Punktionen ¢ € A%(V) gilt: f*()(z) = ¢(f(x))

Funktorialitit: (go f)* = f*og*.

S o e

Fiir zg € U und yo = f(xo) € V ist das folgende Diagram kommutativ

A(V) ———=A*(U)

eval(yg)l ieval(xo)

A (T, (V)7) —— A (T, (U)")

Hierbei ist die untere Abbildung der Pullback von Tensoren unter der li-
nearen Abbildung
foﬁo(f) : beo(U) - Tyo(v) ’

welche von der Jacobimatriz D f,,(f) definiert wird.

Bemerkung: Die Eigenschaften 1.-4. legen den Pullback eindeutig fest. Fiir w =
>oywi(y) - dyi, A... Ady;, muss ndmlich dann gelten

Zf wr(y)) - [ (dyi) A A (dys,))

=Y wr(f@) - df*(yi)) Ao Adf* (i) wa ) - dfiy () A Adfi, (2)

I

sukzessive wegen Additivitdat, Multiplikativitéit, Eigenschaft 4., Vertauschen mit
d und der Formel f*(y; ) = fi, ().

Definition: Wir setzen

sz Sdyi, Ao Ndy,) wa ) - dfiy () A A dfi, () -
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Benutzt man das das Distributivgesetz, sieht man sofort dass mit dieser Defini-
tion die ersten beiden Eigenschaften erfiillt sind: Der Pullback ist graderhaltend,
additiv und multiplikativ. Ebenso gilt dann Eigenschaft 4 unmittelbar per De-
finition. Jede Differentialform w ist eine endliche Summe von Produkten von
Formen vom Grad Null und vom Grad Eins.

Eigenschaft 6: Zum Beweis der Eigenschaft 6 kann man sich daher wegen der
Additivitdt und Multiplikativitat des Pullbacks A® (T, (V)*) — A®* (T, (U)*) auf

Formen vom Grad Null und Eins beschréinken. Fiir Nullformen folgt Eigenschaft
6 sofort aus der Eigenschaft 4. Es bleibt fiir die Einsformen w = dy; zu zeigen

Eigenschaft 6 fiir Einsformen:

eval(mo)(f*(dyi)) = eval($0)<dfi(y))

- emz(xo)(zn: 82’;?) dxj) = zn: a@;@) dx; € AT, (U)
j=1 J j=1 J

Anderseits ist
A*(Dfu,) (eval(yo) (dys) ) = A*(Dfz,) (ay:)

Da dy; eine Einsform ist, kann man A®*(Df,,) durch die Jacabimatrix Df,,
selbst ersetzen, erhilt also wegen der Definition der Jacobimatrix D f,, (f)(dy;) =

> 8]3:(:0) dz; auf der rechten Seite. Es folgt wie behauptet

A D 1) (evattm () = 3 2550 s

Somit ist Eigenschaft 6 vollstdndig bewiesen.

Eigenschaft 5 (Funktorialitéit): Man zeigt dies punktweise mit Hilfe des letzten
Lemmas und mit Hilfe von Eigenschaft 6 sowie der Funktorialitit des Pullbacks
26.5.1. Dies reduziert fiir zusammengesetzte Abbildungen (go f): U -V — W
die Aussage von 5. sofort auf die Kettenregel

A.(Dgyo) o A.(Dfmo) = A.(D(g © f)ﬂi())

beziehungsweise
Dgy, © Dfzy = D(g0 f)a, -

Eigenschaft 3 (Vertauschen mit Ableitungen):

* ? *
[H(dw) = df* (w) .
Da die Aussage additiv in w ist, ist daher obdA w = w;(y) - dy;, A+ - Ady;, oder
w=1(y) - dea(y) A ... Ndpr(y)

mit 1 = wr(y), p2(y) = yi,, etc. Dann gilt
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1.Behauptung:
af* (1(9) doa(y) A A dpr()) = d(p1(F(@) - dpa(F@) A - A dpr(F(2)))
= dip1 (f(@)) A dia(f(@)) A A dipy(F(x)

Der erste Schritt der Behauptung ist klar wegen Eigenschaft 2 und 4, wenn man
Eigenschaft 3 fiir die Nullformen ¢; gilt. Der zweite Schritt folgt aus der Produkt
Formel und aus dod = 0, denn damit folgt d(n Adns) = dipy Adng + (—1)mln A
d*ng = dny A dny. Analog durch vollstéindige Induktion d(n; Adna A -+ Adn,) =
dm ANdng A - ANdny, was fiir n; = p;(f(x) die Behauptung zeigt.

Derselbe Schluss zeigt dw = d(¢1 - dpa A -+ ANdp,) = dp1 Adps A -+ A dp,.
Somit ergibt sich

2.Behauptung:
1 (A1 () da() A . Adpn() ) = £ (dpr (F@)Adga(F@)A. . Adipr(f(2)))
= dr(f(2)) - dea(f(x)) Ao Adpr(f(2))

Im letzten Schritt haben wir neben f*(¢;(y)) = ¢i(f(x)) (Eigenschaft 4) wieder
die Eigenschaft

[ (dpi(y)) = df*(wi(y))

benutzt (die wir ja eigentlich gerade beweisen wollen !), allerdings jetzt erneut
nur fiir die Nullformen ¢; € A°(V). Ein Vergleich von Behauptung 1 und Be-
hauptung 2 zeigt, dass es daher geniigt Eigenschaft 3 im trivialen Fall der Null-
formen w € A°(V) zu zeigen.

Eigenschaft 3 fiir Nullformen: Sei w = ¢ € A%(V) eine glatte Funktion auf V.
Zu zeigen ist

eval(xo) f*(dp) = eval(zo)df* (¢)

fiir alle z € U. Dies impliziert dann f*(dy) = df*(p). Aus dp(y)) = >°7L, g—; dy;
und Eigenschaft 6 folgt

eval(xg) f* (iaa ©(yo) dyj) Zax

da?i

=T

fiir yo = f(xo). Der letzte Schritt ist die Kettenregel fiir die Zusammensetzung
@ o f! Die rechte Seite ist nun gleich

dS(}Z‘ 5

=0

eval(0)df* () = evalw0)d(f(pla)) = 3 5 -p(/(x)

was zu zeigen war.
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27.3 Diffeomorphismen
Definition: Seien U,V C RV offen. Eine Abbildung

p:U—V

heifst Diffeomorphismus, falls folgende Figenschaften erfiillt sind:

(1) @ ist bijektiv

(2) ¢ ist C*°-Funktion

(3) ¢~ ist C°°-Funktion

(3’) det(Dy)(x) #0 VYV € U (Umkehrfunktion)

Bemerkung: Unter der Annahme (1) und (2) sind (3) und (3’) dquivalent. Trivial
ist aufgrund der Kettenregel: (1)+(2)+(3)==(3") wegeb DpoDyp~! = Did = id.
Der Satz von der Umkehrfunktion liefert: (1) + (2) + (3")=(3).

Definition: FEin Diffeomorphismus ¢ : U—V mit
det(Dp(z)) >0 , VeeU

heif$t orientierungserhaltend.

Bemerkung: Man kann allgemeiner orientierte Mengen (U, €) betrachten, wobei
¢ € {£1} eine Orientierung ist. Man nennt dann allgemeiner einen Diffeomeor-
phismus ¢ : U — V orientierungserhaltend beziiglich (U, e1) und (V,e2), wenn
gilt e1eo det(Dy(x)) > 0 fiir alle z € U.

Definition: FEine Teilmenge U C R™ heifst weqzusammenhdngend, falls fiir
je zwei Punkte xo,x1 € U eine stetige Abbildung f : [0,1]—U ezistiert, mit
f(0) = zp und f(1) = 1. Wir nennen f einen Verbindungsweg.

Bemerkung: Ist ¢ : U — V Diffeomorphismus und U wegzusammenhingend,
dann gilt entweder

det(Dp(x)) >0 , VxeU oder det(Dp(zx))<0 , Vzel.

Beweis: Fiir zp und x; wihle einen stetigen Weg f : [0,1] — U mit f(0) = zo
und f(1) = x1. Dann ist die Zusammensetzung det(p)o f eine stetige Abbildung,
die nicht den Wert Null annimmt (Diffeomorphieeigenschaft). Die Behauptung
folgt daher aus dem Zwischenwertsatz. O
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27.3.1 Die Halbebenen X
Betrachte den unteren Halbraum
X_={x= (21, ,xN) eRY | ©1 <0}

beziehungsweise analog den oberen Halbraum X, = {x = (x1,---,zn) €
RY | z; > 0}. Der Durchschnitt beider Halbriume ist isomorph zum Euklid-
schen Raum

X, NnX_ =RV

vermoge der Einbettung i : RN~! < RY definiert durch i(xo,---,2y) =
(x1,22, -+ ,xn). (Wir unterdriicken haufig die Abbildung i) Die Halbrdume
X4 sind metrische Rdume mit der Euklidschen Metrik.

Lemma: Sei U offen in X_, dann gilt: U "RV ist offen in RNV ~1
Beweis: Die Funktion i : R*~! < X_ mit i(z) = (0, ) ist stetig. O
27.3.2 Der Rand 0U fiir U C X,

Fiir eine in X_ offene Menge U nennt man

oU :==i(R" 1 NU

den Rand von U. Nach dem letzten Lemma kann QU als offene Teilmenge des
RN aufgefasst werden, d.h. OU ist das Bild einer offenen Menge in RV 1 unter
der Abbildung .

Wir nennen eine Teilmenge U C RY zuliissig, wenn entweder U offen im R
ist oder offen in der unteren Halbebene X_ ist. Offensichtliche Eigenschaften
zulédssiger Mengen

e Jede offene Teilmenge einer zulédssigen Menge ist wieder zuléssig.

e Fiir eine Funktion f : U — R auf einer zulédssigen Menge U ist in jedem
Punkt ¢ € U erklirt, was bedeuten soll dass f partiell differenzierbar ist
in xg.

e Somit ist der Raum C*°(U) wohldefiniert fiir zuléssiges U.

Definition: Fine Abbildung ¢ : U — V zwischen zwei zuldssigen Mengen
heisst Diffeomorphismus, falls gilt

(1) ¢ ist bijektiv
(2) ¢ ist C°°-Funktion
(3) o1 ist C°°-Funktion

Plrn—1n . . . . . . .
(4) UNR"! Y Y AR st Diffeomorphismus im bisherigen Sinne.

Bemerkung: Aus dem Satz von der Umkehrfunktion folgt automatisch aus den
Eigenschaften 1-3, dass ¢ U \ OU bijektiv auf V' \ OV abbildet. Also induziert ¢
eine Bijektion U 22 9V. 4) folgt daher bereits aus 1-3) wiederum mit Hilfe des
Satzes von der Umkehrfunktion.
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27.4 Integration von Differentialformen

Notation: Wir schreiben ganz allgemein

A(V) ={w= Z wr(y)dyr | wi(y) € C°(V)}
|T|=i

fiir den Teilraum A% (V) C A*(V) der i-Formen mit kompaktem Triiger in einer
zuldssigen Menge V.

Sei V C R¥ eine zuliissige Teilmenge (also offen in R™ oder dem unteren Halb-
raum im R¥Y). Sei weiterhin

w=fly)-dy A... Ndyy € AN (V)

eine Differentialform hochsten Grades (gleich der Dimension N von V). Nimmt
man an, dass f kompakten Triger in V hat, dh w € AY(V), dann ist das
Integral

/vw;:/vf(y)dyl...dyN:I(f)

wohl definiert.

Man kann auch allgemeiner orientierte zuliissige Mengen (V, ) betrachten, wobei
V' wie bisher zuléssig ist und wobei ¢ € {£1} ein Vorzeichen (die Wahl einer
Orientierung) ist. Man definiert dann allgemeiner (analog zu oben)

/ w=c¢e-I(f).
(Ve)

27.4.1 Koordinatenunabhingigkeit des Integrals

Sei
0: UV

eine orientierungserhaltender Diffeomorphismus zwischen zuldssigen Mengen,
und ist

w e AIm(V) ()

eine Form hdchsten Grades mit kompaktem Trdiger, dann gilt
[ew=[ ol
U v

Beweis: Schritt 1. Auf beiden Seiten kann das Integral ersetzt werden kann durch
das Integral iiber die Teilmengen U\OU resp. V\0V, da OU und 0V in der
Lebesgue-Nullmenge i(RV 1) enthalten ist und somit selbst eine Nullmenge ist.

Schritt 2. U\OU resp. V\JV ist offen in RY. Wegen Eigenschaft 27.3.2(4) von
Diffeomorphismen ist ¢ : U\OU—V\9V ein Diffeomorphismus von offenen
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Mengen des Euklidschen Raums. Man kann daher die Substitutionsformel 25.5
anwenden.

Schritt 3. Fiir w = f(y) -dyi1 A... Adyy ist per Definition [{, w = I(f(y)). Nach
der Substitutionsformel ist daher

/V w = I(F(p()) | det De()])

 ist orientierungserhaltend! Man kann also die Betragsstriche weglassen (!)

@ = (@) deDeta)) = 165 @) = [ o).

U

denn nach der Definition des Pullbacks gilt

o (@)(@) = F(p()) - det(o(x)) - day A - Aday .

O

Bemerkung: Die obige Aussage tibertrigt sich wortlich auf orientierungserhal-
tende Diffeomorphismen zwischen orientierten zuldssigen Mengen (U, e1) und

(V,e2).

27.5 Satz von Stokes (Erste Version)

Zur Erinnerung: Fiir eine zuldssige Menge U im RY haben wir den Rand 0U de-
finiert. Hierbei ist QU eine offenen Teilmenge im RY ! und QU ist per Definition
die leere Menge, falls U eine offene Teilmenge des R™ ist.

Satz: Sei U eine zulissige Teilmenge im RY und sein € AY~Y(U) eine Diffe-
rentialform vom vorletzten Grades mit kompaktem Trdager in U. Dann gilt

w = dn e AS™O) (1))

sowie

fU dn = faU i*(n) |-

Warnung: Aus Bequemlichkeit schreibt man héufig in dieser oft nur | au(n) an-
stelle von [, 4*(n) (auch wenn dies so eigentlich nicht korrekt ist!). Die Formel
lautet dann mit dieser angenehmen Vereinfachung der Notation

fUd”:faUn :

Achtung: Ist U eine offene Teilmenge des R™ und damit OU = @) die leere Menge,
dann ist diese Formel so zu lesen, dass auf der rechten Seite Null steht.
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Beweis des Satzes. Die erste Aussage dny € AN (U) ist trivial. Die zweite Aussage
ist linear in 7. Also geniigt es die Integralformel fiir Formen 7 der einfachen
Gestalt

n=F(zi,...,z,)dz1 A... ANdzi—1 Ndzip1 A... ANdx,

zu beweisen. Wir berechnene hierfiir beide Seiten der Integralformel.
Rechts. Es gilt

dro N ... Ndxy, falls i =1

*(n) = F(0,x2,...,2,) - ,
) = F0, @2 2n) {o falls i > 2
denn i*(dx1) = d(x1 0 i) = d(0) = 0 und ¢*(dz,) = d(z, 0 i) = d(z,) = dz,.

Also

» Jou F(0,20,...,xN)dxy .. . dey; i=1

i*(n) =
U 0 sonst

Links. Wegen dn = aF driNdxiA. . Ndxi_1Adxip A . Ndey = (— 1)1_1%dx1/\
. Adxp ist das hnke Integral gleich

/dn —/ l Ydzy ... dey

oder gleich

; F
/ (/ (—1)1_12(95)031‘1-) ..dxry (Fubini zuerst in i-te Richtung)

L
(27.1)
= / . / ((—1)i_1F(.’E1 . ZL’N)) dZL'l NN dmi,ldxiﬂ NN diCN (272)
N——
n—1 Koord.
faU YWLRP0, 20, .. on)dae .. dey; =1 (27.3)
0 sonst ’

= /8 i (27.4)

Da g—i(z‘) kompakten Triger hat, kann man im Fall ¢ # 1 obdA von —oo
bis oo integrieren. Wendet man dann den Hauptsatz der Analysis an muss die
Stammfunktion F(x) an (beliebig gross gewéhlten) Grenzen auswerten. Sobald
x; auBBerhalb des Tréagers ist, ist daher das Integral im Fall ¢ # 1 gleich Null.

Der Vergleich zeigt, dass wie behauptet beide Seiten gleich sind unabhéngig
davon ob gilt i = 1 oder 7 # 1. O
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28.1 Topologische Grundbegriffe

Definition:  Fine topologischer Raum ist ein Paar (X,U), wobeild eine Men-
ge von Teilmengen von X ist (welche offene Mengen genannt werden), so dass
gilt

1. X €U sowie D el
2. Beliebige Vereinigungen von offenen Mengen sind offen

3. Endliche Durchschnitte von offenen Mengen sind offen.

Man nennt dann U eine Topologie auf X.

Beispiel: Die offenen Teilmengen eines metrischen Raumes (X, d) definieren
einen topologischen Raum.

Definition: Sei U eine Topologie auf X und z € X. Die offenen Mengen in X,
welche x enthalten, heiflen offene Umgebungen von z.

Definition: Eine Teilmenge A C X eines topologischen Raumes (X,U) heifit
abgeschlossen, wenn ihr Komplement U = A€ offen ist (d.h. in U liegt).

Definition: Eine Folge x,, konvergiert in (X,U) gegen einen Grenzwert x
Tp—T

genau dann fiir alle U € Y mit z € U ein ng = ng(U) existiert mit z,, € U fiir
alle n > ng(U).

Warnung: In einem topologischen Raum (X,U) ist es moglich, dass eine Folge
T, € X gegen verschiedene Grenzwerte konvergiert.

Beispiel 1: Sei X = R und U = {0, X}. Dann ist jeder Punkt Grenzwert jeder
Folge. Insbesondere ist jede Folge konvergent!

Beispiel 2: Sei X = (R\ {0}) U{+,—} und 7 : X — R die Abbildung, welche +
auf Null abbildet und ansonsten die identische Abbildung ist. Per Definition sei
U offen in X, falls 7(U) offen in R ist. Dann sind + und — beides Grenzwerte
der Folgen z,, = %
Spurtopologie: Ist X ein topologischer Raum und Y C X eine beliebige Teil-
menge von X, dann definieren die Menge U N'Y eine Topologie auf Y, wenn U
die offenen Teilmnegen von X durchlduft. Man diese Topologie die induzierte
Teilraumtopologie oder auch die Spurtopologie.
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28.2 Kompakte topologische Riume

Definition: Ein topologischer Raum (X,U) heifit separiert oder hausdorffsch,
falls gilt

Vr#ye€ X existieren UV eUmitzeU undy €V sowieUNV =0 .

Beispiel: Ein metrischer Raum (X, d) ist separiert, denn die offenen Kugeln vom
Radius < § trennen x und y fiir r = d(x,y).

Ubungsaufgabe: Ist (X,U) separiert, dann sind Limiten von Folgen eindeutig
bestimmt, falls sie existieren.

Definition: Ein topologischer Raum heifit iiberdeckungskompakt, wenn jede
offene Uberdeckung

X = U U;; U; offen
iel
eine endliche Teiliiberdeckung Iy C I besitzt

X:UU,-.

i€lp

Variante: X heisst o-kompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine abzihlbare
Teiliiberdeckung besitzt.

Lemma: Sei f : X—Y eine stetige Funktion und sei X tberdeckungskompakt.
Dann ist f(X) tberdeckungskompakt.

Beweis: Seien U; C Y offene Teilmengen, mit f(X) C UJ,c; Us. Dann wird X
von den offenen Mengen f~1(U;) iiberdeckt. Weil X iiberdeckungskompakt ist,
gibt es eine endliche Teilmenge Iop C I mit X = J;¢;, f~1(U;). Wendet man f
auf beide Seiten der Gleichung an, folgt

fx)cJu.

i€ly

O

Lemma: FEine stetige reellwertige Funktion auf einem tiberdeckungskompakten
Raum nimmt ihr Mazimum und Minimum an.

Beweis: Sei X kompakt und f : X —R stetig. Dann folgt aus vorherigem Lem-
ma, dass f(X) C R tiberdeckungskompakt ist. Nach dem Satz von Heine-Borel
ist f(X) folgenkompakt. Also wird das Supremum und Infimum von f(X) in
f(X) angenommen. O

Definition: Ein topologischer Raum heifit kompakt, wenn (X, /) iiberdeckungs-
kompakt und separiert ist.

Definition: Ein topologischer Raum (X, ) heifit lokalkompakt, wenn fiir jedes
z € X eine offene Umgebung U € U, von x existiert, so dass gilt U C K fiir
einen kompakten Teilraum K C X.
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Lemma:  Abgeschlossene Teilmengen eines kompakten Raumes sind kompakt.

Beweis: Sei X ein kompakter topologischer Raum und A C X abgeschlossen. Es
ist nun zu zeigen, dass A separiert und iiberdeckungskompakt ist:

Separiertheit: Seien z # y € A. Dann gibt es offene und disjunkte Teilmengen
U und V, mit x € U und y € V. Da X separiert ist folgt, dass U U A 5 x und
V U A > y offen in A und disjunkt sind. Also ist A separiert.

Uberdeckungskompaktheit Fiir eine offene Uberdeckung A=
A (hierbei sind die U; offen in X)) ist

A:(UMU&OUN:X

i€l

(AUT;) von

el

eine offene Uberdeckung von ganz X. Da X kompakt ist, gibt es eine endliche

Menge I C Iy mit
(U Ul-) UA°=X .

i€ly

Schneiden mit A liefert

UUnu)=4.
i€ly
Also iiberdecken die endlich vielen A U U; den Teilraum A. O

Der Beweis des nichsten Lemmas ist trivial

Lemma: Endliche Vereinigungen von tberdeckungskompakten Teilmengen sind
iberdeckungskompakt.

28.3 Abziahlbarkeit im Unendlichen

Definition: Ein topologischer Raum heiffit abzéhlbar im Unendlichen, falls es
abzéhlbar viele kompakte Teilmengen K; C X gibt, mit

X:Dm.
i=1

Lemma: Gilt X = Uf; X; und sind alle X; sind abzdhlbar im Unendlichen,
dann ist auch X abzdhlbar im Unendlichen.

Beweis: Offensichtlich wegen N x N — N. O
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28.3.1 Offene Teilmenge U des R sind abzihlbar im Un-
endlichen.

Beweis: Wir miissen zeigen
oo
v=UK,
i=1
fiir kompakte Teilmengen K; C U. Setze A := U°. Setze

1
K; = {xERN| d(x,0) < iund d(x, A) > } )
i

K; ist per Definition beschrinkt und abgeschlossen im R™. Dies benutzt, dass
x — d(z,0) und = — d(x, A) stetige Funktionen sind. Nach dem Satz von
Heine-Borel ist daher jedes K; kompakt. Offensichtlich gilt:

denn z € U = A° impliziert d(z, A) > 0 (weil A abgeschlossen ist), das heifit
d(z, A) > % fiir geniigend grofes j. Also ist « in allen K;, fiir die ¢ > max(j, |x|)
gilt. Andererseits gilt fiir € K; per Definition d(z, A) > i > 0, also z € A° =
U. O

Der Beweis benutzte das einfache

Lemma: (Abstandsfunktion) Sei A C RN abgeschlossen. Dann ist erfiillt

d(z,A) = ;22 d(z,y)

die Figenschaften
1. d(z,A) ist stetig in x.
2. d(z,A) 20 und d(z,A) =0z € A.

Beweis: Ubungsaufgabe 35 Analysis II, und Ubungsaufgabe 13 Analysis III. O

Lemma: Gegeben sei M = |J,c; M;, wobei jedes M; homdomorph zu einer
offenen Teilmenge U; C RN ist 1. Dann sind dquivalent

(1) M abzihlbar im Unendlichen, d.h. M = J;=, K;, K; kompakt.

(2) M ist o-kompakt, das heif$t jede offene Uberdeckung von M besitzt eine
abzdhlbare Teiliiberdeckung,

(8) M besitzt einen abzihlbare Teiliberdeckung M = \J;c;, Mi.

1Zum Beispiel M eine Mannigfaltigkeit
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Beweis:

(1) = (2): Es sei eine Uberdeckung von M; gegeben. Dann wird jedes K
von endlich vielen M; iiberdeckt. Da M abzihlbare Vereinigung der Kj;
ist, tiberdeckt daher eine Teiliiberdeckung, die abzdhlbar viele Elemente
hat.

o

U(endliche Menge); = abzihlbar

i=0
Diese Argument zeigt allgemeiner, dass abzéhlbare Vereinigungen von o-
kompakten Teilrdumen wieder o-kompakt sind.

(2) = (3): Trivial

(3) = (1): Angenommen M besitzt einen abzihlbare Teiliiberdeckung M =
Uier, Mi, das heiflt

M = U M, wobei M; ~ U; C RV offen.
1=0

Nach 28.3.1 ist U; als offene Teilmenge des RY abzihlbar im Unendlichen.
Daher ist auch M; abzéhlbar im Unendlichen. Daraus folgt die Abzihl-
barkeit von M im Unendlichen

M:UMi:UUKij:UKZ—j:UKl.

i=0 j=o0 NxN leEN

28.4 Mannigfaltigkeiten

28.4.1 Definition der Mannigfaltigkeit

Definition: FEine N-dimensionale Mannigfaltigkeit ist ein separierter, im Unendlichen
abzihlbarer topologischer Raum (M,Upr) versehen mit einem C™°-Atlas (M;)ier-
Letzteres bedeutet:

1. M = UMi mit M; offen in M,
i€l

2. Es gibt Homdomorphismen 1; : M;——U; C RN, fiir U; offen im RV,

s0 dass alle Kartenwechselabbildungen 1;; : UijLUji (siehe Bild!)

\Lwi l%‘
U; O Uij = 'I/JZ(Ml N M]) ij(Mj ﬂMl) = Uji - Uj

_ —1
Qllz‘j—wj\(MjnMi)OwﬂUU

Diffeomorphismen sind.
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Bemerkung: Die Bezeichnungen wurden so gemacht, dass gilt ¢}, = 9097
und Yix = Pk © i

u O ¥, & v >
| —

D N

Analog definiert man Mannigfaltigkeiten mit Rand.

28.4.2 Definition (Mannigfaltigkeiten mit Rand).

Definition:  Fine N-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand ist ein separierter,
im Unendlichen abzihlbarer topologischer Raum (M,Upnr) versehen mit einem
C>-Atlas (M;);c1, der folgenden Gestalt

o M = UMi’ mit M; offen in M.
iel

e Es gibt Homoomorphismen
wi : Mll)Ul )
wobei U; C RN zulissige® Teilmengen des RN sind.

so dass alle Kartenwechselabbildungen ;; : U;;—Uj; (siehe oben) Diffeomor-
phismen sind.

2im Sinne von 27.3.2
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28.4.3 Orientierte Mannigfaltigkeiten

Definition:  Eine Mannigfaltigkeit (mit Rand) heifst orientiert, wenn alle
Kartenwechsel orientiert sind, das heifst wenn gilt

det(¢py;) >0 Vi,jeI, Vo eUy; .

Zur Definition von 9M: Es ist eine leichte Ubungsaufgabe zu zeigen, dass

oM = | J v (oUy)

iel

versehen mit der Spurtopologie und den Einschriankungen der Kartenabbildung
von M auf natiirliche Weise eine Mannigfaltigkeit ohne Rand ist. Insbesondere
gilt

OOM =10 .

Lemma: Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand, dann induziert
dies eine Struktur einer orientierten Mannigfaltigkeit ohne Rand auf OM .

Beweis: Sei ¢ : U — V Diffeomorphismus zwischen zuldssigen Teilmengen
U,V C RY mit der Eigenschaft det D(x) > 0 Vz € U. Sei & € OU ein Rand-
punkt und v in Koordinaten

fi
w: , foE@U,OBdAEOZO.
fn
Dann gilt ¥(0, %) € {(0,%)}, da ¢ Randpunkte auf Randpunkte abbildet nach

27.3.2. Das heifit f1(0, *) = 0. Daraus folgt 8%,2]‘1(0) = lim._,g M =0.
Fiir die Jacobimatrix von v in & folgt

ofr  O8fr . ofr 0--- 0
811 6@2 8w1
D)=+ . o= * DPvlu&)
Ofn :
611
auBerdem gilt:
Oh (g) = 1 D ZHO) ) SilZe)
0z e—+0 —e—0 e—+0 —¢g
Schritt 3:
det DFO0) = 271 (0) . det (0 det 1(0 0
e DSO0) = $H0) et () = det(0)jprr > 0.
N—_—— X1
>0, da M orientiert 0
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29.1 Hilfsfunktionen

1. Aus Analysis I:
1
exXp 2z ) x>0
fz) = { =)

0, =<0
ist unendlich oft differenzierbar.

2. g(x) = f(z) - f(c — x) ist wegen der Produktregel auch unendlich oft
differenzierbar.

3. F(z) = [ . g(t)dt definiert aufgrund des Hauptsatzes ebenfalls eine C°-
Funktion.

@ hat dann den konstanten Wert 1 fiir z > c.
4. F(z)- F(2c —z) = G(x)
Zusammenfassung: Durch Standardmodifikationen (Nullpunkt verschie-

ben, Strecken, Stauchen) kann man daher erreichen, dass fiir beliebiges
€ > 0 eine C'°°-Funktion

Jo:R—R
mit folgenden Eigenschaften existiert
o fo(z) =12z [-1,1]
o fo(z) <1 firazé¢[-1,1]
e fo hat Triger in (—1 —e,1+¢)
e foe C*(R)
e fo hat Werte in [0, 1].

5. Sei nun U C RY offen und K C U kompakt. Gesucht ist ein Funktion
feCx(U) mit fik = 1.

6. Einfachster Fall: Fiir
K:{xERNH|m||<1}
und
U={z eR"||z|| <1+¢}
tut es )
f(@) = folll=]")-

7. Fir K CUgilt: Vo € K3 e, > 0mit Ky, C U (offene Kugel vom Radius
2e,; um ). Also
Kc | K, (x).
TeEK
Da K kompakt ist, gibt es endlich viele z; € K und ¢; > 0 mit

l
K C | K., () .
=0



29.1. HILFSFUNKTIONEN 233

l l
K< J{allle -2l <a} € | Koelai) CU .
=0 1=0

~—_———

offen

Zu K C U existiert eine kompakte Menge K’ mit Innerem U’ so dass gilt:
KCU CK CU,
wobei U’ = [J_y K, (z;) und K" = J\_y {z] & — 24| <&}
8. Mit Hilfe der Funktion f = f;(z) aus Schritt 6 definieren wir nun fiir
K C Ui:l K., (xz;) C U folgende Funktion:

!
h(z) = _ filw)
i=1
mit Werten in [0,!]. Es gilt h(z) € C°(U) mit Triger in K’ so dass gilt
h(z) > 0 fur alle z € K.

9. Es sei nun K C U, wo K kompakt und U offen sind, gegeben. Wahle h
wie in Schritt 8. Da K kompakt und h stetig ist, nimmt A sein Minimum
auf K an. Das heifit es gibt ¢ > 0, so dass gilt h(z) > ¢ auf K. (Nach
Konstruktion ¢ > 1).

RV — >R J Rxo

J

U

j( R>. {1} .

Die Zusammensetzung G = g o h fiir g wie in Schritt 2 ist unendlich oft
differenzierbar, hat kompakten Triiger in K’ C U, besitzt Werte in [0, 1]
und ist identisch 1 auf K.

Aus Schritt 9 und 7 ergeben sich daher

Lemma: (Trigerlemma) Seien K kompakt, U offen und K C U C RN, dann
gibt es

peCU)
mit Werten in [0,1] und

Lemma: (Pufferlemma) Seien K kompakt, U offen und K C U C RN, dann
gibt es eine kompakte Menge K' und eine offene Menge U’, so dass

KCUCK CU.
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29.2 Partition der Eins

Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei M = |
von M durch offene Teilmengen M.

ic1 M; eine beliebige Uberdeckung

Dann ezistiert eine Kollektion ® von C*°-Funktionen ¢ € C®(M) mit den
folgenden FEigenschaften:

(i) Fir jedes o € ® gibt es eini € I, so dass gilt: o € C(M;) und ¢ nimmt
nur Werte an in [0, 1].

(ii) Fiir jeden Punktx € M ezistiert eine offene Teilmenge U C M mitx € U,
so dass gilt:
vl =0 fiir fast alle p € P .

Folgerung: Die unendliche Summe
> ()
ped
ist lokal endlich, somit wohldefiniert und absolut konvergent, und es gilt auf M
Z p =1.
ped
Wegen Eigenschaft (i) ist auch jede Teilsumme f = > 5 ¢ lokal endlich,

absolut konvergent und definiert daher eine Funktion in C°*°(M).

Beweis des Satzes von der Partition der Eins: Schritt 1. OBdA definieren die M;
einen Atlas @; :“MiLUi C R™ von M. Man ersetzt dazu die Uberdeckung durch
eine , feinere“ Uberdeckung

M=JUUM; . My=MnM;,
jEJiel
wobei M; die gegebene Uberdeckung sei und M = | J e M; ein gegebener At-
las von M sei. Die neue Indexmenge ist I x J mit M;; = M; N M; und den
Kartenabbildungen

b

M; offen ———————U; C RY offen
Mij = Mj n Mi d:j ¢](Mz )

definiert einen Atlas von M. Falls wir ® fiir die feinere Uberdeckung konstruieren
konnen, dann definiert ® auch eine Partition der Eins fiir die urspriingliche
Uberdeckung wegen C2°(M;;) C C°(M;).

Schritt 2. Tragerlemma fiir Mannigfaltigkeiten
Behauptung: Gegeben kompakte Menge K C M, dann Jp € C°(M) mit Wer-
ten in [0,1] und ¢ = 1.
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Beweis: Endlich viele der M; iiberdecken K. Seien dies die Mengen M, ..., M,.
Behauptung: 3V; offen, K; kompakt in M mit

V,CK;CMcM, Kc|Jvi.
i=1

Angenommen Vi, ..., Vy, K1,..., K} seien konstruiert mit

KCViu...UVi UM U...UM,
Dann gilt
Cry1=EK\(V1U...UVu U UMpia U...UM,)NK)

ist nach der Definition der Sprutopologie auf K eine abgeschlossene Teilmenge
von K. Da K kompakt, ist diese Teilmenge Cj41 selbst kompakt (siche K-

Lemma).
Clop1 = My41
1\% [¢k+1

Uk41
offen
RN
Mit Cry1 € Viy1 € Kip1 € Mpy1 = U
Wegen Cr11 C Vi gilt:
P=K\VU..UVig UM U...UM,)NK

oder
KCViu...UVip1 UMgyoU. ..UM .

Per Induktion erhilt man (x), nach n Schritten
KCWViu...UuV,, ViCK,CM~U; CRN.

Nach dem Trigerlemma gibt es ¢; € C°(M;) mit 1;x, > 0 und Werten in
[0, 1]. Setze nun

pi(x) = pi(z)/ Z V() -

Dann gilt

Zn:goi =lauf K.
i=1

Genauere Definition von ¢; liefert

K € {z|ypi(x) > 0}
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—= KCWVU...UV,UK1U...UK, C{z| Y/, ¥i(x) > 0}.

Daraus folgt ¢ € C°(M; U ... U M,) und da endliche Vereinigung von Kom-
pakta kompakt sind, hat ¢ = >"" | ¥; kompakten Tréiger.
O

Es folgt:
Iy e C°(M)
mit Werten in [0, 1] und
Das Argument ist das gleiche wie im Beweis des Trégerlemmas im Fall M = U
offen in RV,

Argument:
Bild(¢x) C [a, 8] mit a >0

Wiihle a— min(¢x) und 8 = max(¢|x) .

M—>[apf >R

Zusatz: Ist die Mannigfaltigkeit M kompakt, dann gibt es eine endliche Parti-
tion der Eins.

Denn: Wihle in Schritt 2 K = M. Dann haben wir gezeigt, dass es ein
P; € C°(M;),i=1,...,n gibt mit

wziz/}i>0aufM.

i=1

Setze
_w
(0

= __n ﬂ _Z?:ld%_
;wl_z(w% T

i=1

(0 € C°(M;)

und

Schritt 3: Konstruktion der Partition der Eins fiir nicht kompakte

Mannigfaltigkeiten:
Eine Mannigfaltigkeit M ist per Definition abz&hlbar im Unendlichen, das heif3t
es gibt eine Folge von kompakten Teilmengen K, Ks,... von M mit

(o]
Um:M.
=1

Reduktionsschritt 1: OBdA gilt K; C Ko C ... (andernfalls ersetzt man niitzlich
die urspriingliche Folge durch

KiCcCKiUKy CKiUKyUK3C...
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Reduktionsschritt 2: (Pufferlemma): OBdA existieren offene Mengen Vi, V5, . . .,
so dass gilt:

KiCViCK,CV, CK3C...

Ersetze also die urspriingliche Folge der K; sukzessive mittels folgender Technik:

K4*>K4UK; K5*>K5UK; etc.
&

Idee: Endlich viele offene Kugeln aus Schicht 1 bedecken Kj. Die zugehdori-
gen kompakten Kugeln aus Schicht 2 liefern ein kompaktes vergrofertes Ky =
K, U K. Eine Uberdeckung V; von K, bildet die Vereinigung der 3. Schichten,
usw.

Dy = K3\Vy ist kompakt

K1 V1 K2 Vo K3 V3 K4 1

Ny = V3\Kjy ist offen

Definiere nun N, := V,,;1\K,. Dies ist eine offene Teilmenge von M. Und
D, := K, +1\V, ist kompakt als Teilmenge von N,,.

Behauptungen:

1. N, ist Mannigfaltigkeit

2. D, ist kompakt
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Beweis von 2.) D, ist eine abgeschlossene Teilmenge von K41, denn D, =
VENK,4+1. Da 'V, offen ist, ist V¢ abgeschlossen. In der Spurtopologie ist daher
D,, abgeschlossen in K, ;1. Aus dem K-Lemma folgt jetzt, dass D, kompakt ist,
da es eine kompakte Teilmenge eines kompakten topologischen Raumes ist.
Beweis von 1.) Der Atlas M = U M; liefert einen Atlas

iel

N = U(N N M;) von N (offene iiberdeckung von N.)

i€l
%‘ : Ml = Ui - RN offen
N O M, oD g (N U U) = Uy C RN

Yi|NAM,
Die Kartenwechsel bleiben nach Einschrinkung glatt. Allgemein vererbt sich die
Separiertheit unter der Spurtopologie.

Nach Lemma 28.2 ist N abzahlbar im Unendlichen, da es eine endliche Verei-
nigung von offenen Teilmengen ist, welche nach Konstruktion homéomorph zu
offenen Kreisringen sind.

Aus dem Ergebnis von Schritt 2 folgt nun: 3 ¢, = {wl)y,...,wn(y)’y} mit
1> i, >0 wo b, € CX(M; N N,) fir ein j € I (Atlas) und S0 4, >
0 auf D,,.

Nach Konstruktion verschwinden alle 9;, im Komplement von V,; und in
K,.

Daraus folgt, dass 0 < ¢ = >0, Z?:('{) 1;,, lokal eine endliche Summe ist.
Denn fiir x € M 3Jp, so dass x € K.

= 1, (x) = 0 fiir alle v > p.

Es gilt ) > 0 auf ganz M. Denn jedes x € M liegt in K,\V,_5. (Durch Verbes-
serung der aufsteigenden Pufferfolge kann man erreichen, dass ZL(I;) Pip >0.)
Also ist

die gesuchte Partition ® der Eins von M = U M;. O

el
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29.2.1 Resultate

Seien M Mannigfaltigkeit, M = J;c; M; eine offene Uberdeckung und K € M
kompakt, dann gilt:

1. Es gibt eine endliche Teillmenge Iy C I und v; € C°(M;) fiir ¢ € Iy mit
=) W
iel
ist konstant 1 auf K.

2. Es gibt eine Kollektion ® von Funktionen ¢ auf M mit:

(a) Fiir jedes ¢ existiert ein i € I mit ¢ € C°(M;).

(b) Fir jeden Punkt € M gibt es eine offenen Umgebung U um z, so
dass gilt ¢y = 0 fiir fast alle ¢ € ®. Somit ist ) .4 wohldefiniert.

(c) ZzlaufM.

ped

3. Wenn M kompakt ist, dann kann ® in 2. endlich gew&hlt werden.

29.2.2 Anwendungen

1. Mit Resultat 1. kann man zeigen, dass sich jede kompakte Mannigfaltigkeit
in den R™ einbetten, also lokal als Untermannigfaltigkeit des R™ schreiben
lésst.

2. Ermoglicht die Integration auf Mannigfaltigkeiten.
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29.3 Integration auf Mannigfaltigkeiten

Sei M = J,c; M; eine Mannigfaltigkeit (eventuell mit Rand) gegeben durch die
Karten ; : M; = U;. Eine v-Form w € AY(M) auf M ist per Definition eine
Kollektion von v-Formen in den Kartenmengen U;,¢ € I

w; € AV(Ul) s

w=(Wiier

so dass fiir alle Kartenwechsel ;; : U;; = Uj; die Verheftungsbedingungen

wily, = ¥5wily)

erfiillt sind.

Auswertung in Punkten: Eine Form w € AY(M) verschwindet im Punkt = €
M, wenn fiir eine Karte » € M; gilt evaly,(,)(w;) = 0. Dies héingt wegen der
Kartenwechselbedingungen nicht von der Wahl der Karte ab, welche x enthélt.

Definition: Sei
A7 (M) € A¥(M)

der Unterraum der v-Formen mit kompaktem Tréger auf M. Per Definition liegt
w € AY(M) in AY(M) genau dann, wenn eine kompakte Teilmenge K C M
existiert, so dass w in jedem Punkt z ¢ K verschwindet w|y/\ g = 0.

Definition: Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit der Dimension N. Fiir eine
Form w € Aév (M) mit kompaktem Triiger auf M erklirt man das Integral

|

Man wihlt eine Partition der Eins ¢ € ® und setzt

L= 2] et

ed
¢ eco(uy)

wie folgt:

e Sei K C M kompakt mit wjyng =0

e Wihle U = {g;|i € Iy} endlich mit ¢; € C°(M;) und Y ¢; = 1 auf K,
beziiglich des Atlanten M = J,.;(M;)

Anschaulich:

-1

X7

piop; L €CA(Us)
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Es bleibt nur zu zeigen, dass das so definierte Integral [,, w unabhéingig von K
und der Wahl der 1); ist.

Beweis:

1. Beziiglich K w&hlt man einfach den ,kleinsten“ Tréger und nicht einen
beliebigen.

2. Angenommen Z ¢k = 1|x mit ® endlich. Vo € ® Ji = i(®) mit ¢ €

ped
Cg°(M;). Analog nimmt man an Z@K = 1jg mit ® endlich. V@ €
_ _ ecd
® Ji = i(P) mit ¢ € C°(M;). Dann ist auch ?? = 1 auf K. Es geniigt

also

Z/Ui(%’o%l)wi:Z/ > Foty | (pouvy ) wi

pea Ui \ gce

-y / (@) (47 (@) wi

U;
pecd®

2% [ @wiw)e

pecds Ui

:Z/Uj (Fovy)w; -

ece

Es bleibt jetzt nur noch (x) zu zeigen. Diese Gleichheit gilt wegen der Substitutionsformel.
Sei

(U UijL’Uji
Behauptung:
V(0P ) - wy) = 9P ) - wi
Denn:
Vi (0B ) wi = e ) vw)
~ ——

—_—————
0—Form N—Form Verheftung =w;

= (‘P@(ﬂ’j_l) 0 ij) wj
0—Form
= op(¥; 1) - wi

O
Warnung: Dieser Ansatz ist nur sinnvoll, wenn die Mannigfaltigkeit einen
orientierten Atlas besitzt, denn nur im Fall det Dv;; > 0 Vi, j kann die Substi-
tutionsformel korrekt angewendet werden.
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29.4 Der Satz von Stokes

Satz:  Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit (mit Rand) der Dimension N.
Und sei w eine (N — 1)-Form auf M mit kompaktem Triger, dann besitzt auch
dw € AN (M) kompakten Triger auf M und es gilt

Sy dw = [ w (oder =0, falls OM = ()

Beweis:

Def.
>

ped

[ (eour) @auts)
Stokes 1. Version Z /U (poy;t) ov (Pullback von dw; auf dU;)

ped
.
oM

Beachte: 9U; sind offene Karten von OM N K fiir K =Tréger von w; auf oM
und po; ! definiert eine Teilpartition der Eins fiir Koy = OMNK COM O

Kurzschreibweise w;

Bemerkung: Etwas flexibler ist folgende Konvention. Sei M eine orientier-
bare Mannigfaltigkeit. Betrachte nun Paare (M, ) wobei ¢ = £1 ein ,formales®
Orientierungsvorzeichen ist und setze:

/ wze/ w fiir we AN (pr)
(M,e) M

Dann difiniert man allgemeiner einen Atlas mit sogenannten ,,orientierten* Kar-
ten: (M,e) =, ;(M;, e) und Kartenwechsel.

el
Vi1 (M, e)— (Ui, i) -

Man nennt dies einen orienterter Atlas, falls gilt:

Vi,jel: gi€j - det(ep;; > 0) .
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Kohomologie

Zur Erinnerung: Der Tréiger einer Form w € A”(M) ist die kleinste abgeschlos-
sene Teilmenge A C M, welche die Punkte x € M mit w(x) # 0 enthlt *.

Alternativ: Das Komplement U = A¢ des Trigers ist die offene Teilmenge U
aller Punkte y € M, fiir die es eine offene Umgebung V um y gibt, so dass
wly = 0. Es gilt w € AY(M) genau dann, wenn der Tréger von w kompakt ist.
Jede Form w € AY(U) auf einer offenen Teilmenge U C M hat eine kanonische
NullFortSetzung
NFSy(w) € AY(M)

welche per Definition Null? ist im Komplement des Triigers von w. Dies definiert
kanonische Einbettungen

AL(U) — AV(M) .

Beachte
AY(M) A A*(M) C ALHH(M) .

Zur Erinnerung: Fiir eine Mannigfaltigkeit sei
Hi(M) = Kern(d L AN(M) — Ai“(M)) /Bild(d L ATY(M) — Ai(M))
Hi(M) = Kern(d L AL (M) — Afjl(M)) /Bz'ld(d L AT — A@(M)) .

Ist die Mannigfaltigkeit M kompakt, gilt natiirlich A*(M) = A%(M) und somit
Hi{(M) = H{(M) fiir alle i.

Beachte H?(M) ist der Vektorraum der lokal konstanten Funktionen auf M. Ist
M die disjunkte Vereinigung von r wegzusammenhéngenden Mannigfaltigkeiten,
gilt daher

HO(M)=R".

1Da, beliebige Durchschnitte von abgeschlossenen Mengen abgeschlossen sind, existiert eine
solche kleinste abgeschlossene Menge A.

2Die Fortsetzung ist unendlich oft differenzierbar, denn fiir festes 2 ¢ A und beliebiges
y € A gibt es disjunkte offene Mengen z € W, und y € W; Endlich viele Wy, {iberdecken
den kompakten Triger A. Dann ist der entsprechende endlich Durchschnitt V' der W offen,
enthélt  und ist disjunkt zu A. Ableitungen in x konnen daher in V' berechnet werden, wo
NFS(w) Null ist.

243
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30.0.1 Fortsetzungslemma

Sei M = UUV Vereinigung zweier offener Teilmengen. Dann existieren vy, by €
C>(M) mit vy + Yv = 1p, und den Eigenschaften

o Fiir ¢ € AX(UUV) lasst sich ¢npy durch Null zu einer Form in AY(U)
fortsetzen, und ¢ipy zu einer Funktion in AY (V).

e Yy verschwindet auf V\ (UNV), und ¢y auf U\ (UNV).

e Fiir ¢ € A¥(UNYV) lisst sich ¢tpy durch Null zu einer Form in A¥(V)
fortsetzen, und ¢y zu einer Funktion in AY(U).

Beweis: Sei ® eine Partition der 1 von M beziiglich der Uberdeckung M =
My UM, fir My = U und M = V. Fiir jedes ¢ € ® existiert ein Index i = i(ip)
mit ¢ € C°(M;). Dies zerlegt & = @ [[ P, disjunkt. Yy = > 4, ¢ und
Yy = Z(pe% @ erfiillen die Behauptungen. Als lokal endliche Summen sind
Yy, ¥y wohldefiniert, unendlich oft partiell differenzierbar, und ihre Summe ist
konstant 1 auf M. ¢y verschwindet auf V' \ U und ¢y auf U \ V.

Zur ersten Aussage: Fiir ¢ € AY(UUV) sei K C U kompakter Tréger von ¢.
Dann gibt es eine Uberdeckung von K durch offene Teilmenge U; C (UUV) = M
(obdA endlich ¢ = 1,..,n), so dass die Summe ¥y = Egoedn pauf Uy U---UU,,
und damit auf K, (de fakto) eine endliche Summe ist. Da ¢ ausserhalb von K
verschwindet, folgt dann auf ganz M (1)

Sy = dpi .

i=1

Wegen ¢; € C°(U) und ¢|y € AY(U) gilt ¢pp; € A%Z(U). Daher als endliche
Summe

ou € AL(U) .

Zur letzten Aussage: Wir setzen ¢ty € A (U N'V) durch Null zu einer Form ¢
auf V fort. Wir miissen zeigen, dass ¢ unendlich oft partiell differenzierbar auf
Vist. Zuz € V\ U wihle V! C K’ CV mit V' offen und K’ kompakt. Auf K’
ist wieder ¢y eine endliche Summe von Funktionen mit kompaktem Triager K
in U. Fiir jedes y € K gilt © # y. Also existieren disjunkte Umgebungen W,, von
y und Wé C V' von z. Endlich viele der W, iiberdecken K. Der Durchschnitt
der endlich vielen zugehérigen W, definiert eine offene Umgebung V" von w,
welche disjunkt zu K ist. Somit verschwindet ¢y in V" identisch und ¢ kann
glatt durch Null fortgesetzt werden auf (UNV)uU V", O
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30.1 Mayer-Vietoris Sequenzen

30.1.1 Lemma

Auf M =U UV hat man die kurzen exakten Sequenzen
0 A (UUV) S A U) e A*(V) 2 A" UNV)—0

0 AXUNV) S AY(U) & A%(V) B AX(UUV) =0

Beweis: Die Abbildungen der ersten Sequenz sind gegeben durch
i: AYUUV)sw — (wp,wly)eA"(U)d A (V)
(¢ ist offensichtlich injektiv) sowie
p: AV(U)® A”(V) 3 (w1, w2) +—  wiluny — walunv -

Der Kern von p ist das Bild von 4 (Verheftungseigenschaft). Nichttrivial ist: p
ist surjektiv. Dies folgt aus der letzten Aussage von Lemma 30.0.1, denn fiir
¢ € AY(U NV) existieren Nullfortsetzungen we = —¢tpy auf V und wy = ¢hy
auf U, so dass gilt

(wi,w2) = dYuluav — (=dUv|vav) = ¢ - (Yo +Yv) = ¢ .

Zur zweiten Sequenz: Die linke Abbildung

i:A.(UNV)3w — (NFSy(w),NFSy(w)) e A%(U)® AZ(V)
ist offenbar injektiv. Die Abbildung

p: ALU) @ AL(V) 3 (wi,w2) = NFSy(w1) — NFSy(ws)
hat die Eigenschaft Kern(p) = Bild(i), denn aus i(wq,ws) folgt w1 = wq auf
UNV und wy = 0 auf U\ V respektive wy = 0 auf V'\ U. Nichttrivial ist dagegen

wieder die Surjektivitéit von p. Diese folgt aus der ersten Aussage von Lemma
30.0.1. O

Nach dem Abschnitt {iber Kohomologie des Skripts LA II folgt aus Lemma 30.1.1
die Existenz langer exakter Mayer-Vietoris Sequenzen von Kohomologiegruppen

L BV UUV) —= HY(U) & HY (V) — = H' (U NV) —2 -
sowie
2 HY(UNV) —= HY(U) & H/(V) —= H (UUV) —2> ..

Wir beweisen hier pars pro toto
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30.1.2 Lemma

Es gibt Isomorphismen
5 H"=Y(UnV) / (H”*l(U)@HH(V)) =~ Kern(H”(UUV) - H”(U)@H”(V)) .
Ditto

5 Hg—l(UuV)/(Hg—l(U)@Hg—l(V)) =~ Kem(Hg(UmV) - Hg(U)@Hg(V)) .

Beweis: Betrachte

00— AY(UUV) AV (U) & AV (V) AU AV) ——>0

i i §

p

0——= A" UUV)—= A" U)o AV 1 (V) —= A" ({UNV)—=0

und

?

P (wl,wg) %O

o
Td Id Jd
1 — (1, 12) F——> (m1 — 12)|urv = p

Fiir p € A"} (U N V) mit dp = 0, existieren wegen der Surjektivitit von p
Urbilder (n1,72) € AV"Y(U) @ A¥=1(V). Deren Ableitungen w; = dn; werden
unter p auf Null abgebildet (Kommutativitit des rechten Quadrats!). Daher gilt
(w1, ws) = i(w) fiir ein w € A¥(U UV). Wir setzen

5(lp)) = [w] € HY(UUV) .

Dieses ist wohldefiniert, denn &ndert man die Reprisentanten 71,7 um ein
Element aus A¥~1(UUV) ab, so indert dies w nur um ein Element aus dA*~1(UN
V') ab, éndert also nicht die Kohomologieklasse [w]. Das gleiche gilt, wenn man
p durch p+dp ersetzt fiir ein p € AV=2(UNV). Fiir Urbilder (7, 7j2) ersetzt dies
7; durch n; + d7);, lasst aber deren Bilder w; unter der Ableitung d unverédndert.
Damit ist § wohldefiniert.

Offensichtlich liefern Reprisentanten der Gestalt p = (1 — 12)|unv Elemente
[0] im Kern von § im Fall diy; = dns. Ist umgekehrt §([p]) = 0, dann gilt w = dn
fiir ein n € A¥"1(U U V). In diesem Fall kann man 7; durch n; — i(n) ersetzen,
und erreicht obdA dn; = w; = 0. Also Kern(8) = Bild(H"~Y(U) & H"~Y(V).

Offensichtlich liegt [w] im Kern von H*(UUV) — H¥(U) @ H”(V), denn [w;] =
[dn;] = 0. Ist [w] in diesem Kern, gilt umgekehrt w|y = dn und w|y = dne und
somit [w] = 6([p]) fiir p = (m — m2)[vnv. O
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30.2 Kohomologie einer Sphire

Fiir das Komplement
M = R"\RF = RF x (R"7%\0)

eines k-dimensionalen linearen Teilraums der Dimension k < n — 1 beweisen wir
durch absteigende Induktion nach k£ das folgende

30.2.1 Lemma
Im Fallk =n—1 gilt H(M) 2 R?, sowie H"(M) =0 fiir v > 0. Firk <n—1
gilt

e H'(M)=R firv=0oderv=n—k—1.

e HY(M)=0 firalev#0undv+#n—k—1.

Beweis: Betrachte die offene Uberdeckung M = U UV fiir
U=RFx R"*\4) , V=RxR"*\B)

mit

UUV =R"\R* | UNV=R"\R:!
Hierbei sei A resp. B die Teilmengen aller (x,0,---,0) € R** mit 2 > 0
resp. £ < 0. U und V sind sternférmige offene Teilmengen des R™. Daher gilt
HY(U) = H¥(V) = 0 fiir alle v # 0 nach dem Poincare Lemma. Aus Lemma
30.1.2 folgt daher

5:HV71(RTL\RIC+1) o HV+1(RH\RIC)

fiir alle v > 0. Absteigende Induktion nach & beweist daher die Behauptung
fir alle v > 0. Zum Fall v = 0: Fiir £k = n — 1 zerfillt M in zwei disjunkte
wegzusammenhingende Komponenten M = Ry x R* ™' LU R o x R*”!. Dies
zeigt HY(M) =2 R? im letzteren Fall. [

Explizite Erzeuger: Im Spezialfall M = R™\ 0 ist H”(R™\ 0) = 0 fiir v # 0 und
v#n—1,und es gilt

(B (R \0) =R [0]].

Wir geben einen Erzeuger o € A" ~}(R") dieser Kohomologieklasse explizit an

o=2 € AR\ 0)

fir r> =" | 22 und

A= le xdr; € A"H(R™) .
i=1
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Hierbei sind *dz; die eindeutig bestimmten n — 1-Form mit dz; A *dz; = ;5.
Beispiele: A = zdy — ydx im R? und A\ = xzdy A dz + ydz A dz + zdx A dy im R3.

Es gilt d\ = ndxy A -+ -dw, = n - dvgugia wnd (3 zdx;) AN = r2dvgukiia-
Allgemein gilt d(r=*) = —ar=*"tdr = —ar=*"2Y"" | z;dz;. Also d(r=*-)) =
dr=*)AAX+r~%d\ = —ar~ 20 2dugariig + nr T dVEwRLd = %dvEuklid- Also
fir o =n

do=0.

Somit ist die Kohomologieklasse [0] € H"~!(R" \ 0) definiert.

30.2.2 Ein Erzeuger

Die Klasse [o] ist nicht Null, und daher fiirn > 1 ein Erzeuger von H"~1(R™\0).
Weiterhin: Eine Klasse [n] € H"1(R™\ 0) verschwindet genau dann, wenn gilt

/ n=0.
Sn—1

Beweis: a) Fiir die Einbettung der Einheitssphére ¢ : S~ < R™ \ 0 hat man
folgendes Diagram (verallgemeinerte Polarkoordinaten) mit einem Diffeomor-
phismus® oben

Sn—l X R>0 ;Rn \ 0

S
Snfl _ Snfl
Die obere Abbildung wird definiert durch S"~! x Ry¢ 3 (2,7) — 7 - 2.

b) Der Satz von Stokes fiir die kompakte orientierbare Mannigfaltigkeit M =
{x € R" | |lz|| € 1} mit Rand 6M = S liefert*odervolpyuriia(Mgr) =
fOR Jgnor 7" tdro . (wegen r =1 auf S™1)

/ (o) = / (A = / dA =n - volgukiia(M) >0 .
Sn—1 Sn—1 M

¢) Angenommen es gilt o = dn fiir ein n € A"71(R" \ 0). Dann wire *(0) =
t*(dn) = duv*(n) = dp fiir ein p € A"~2(S"~1), dann folgt erneut aus dem Satz
von Stokes (nun fiir die kompakte orientierbare Mannigfaltigkeit S™~! ohne

Rand)
/ (o) = / dp=0.
Sn—1 Sn—1

Ein Widerspruch! Dies beweisst das Lemma, und sogar die Verschirfung

3 Eine Abbildung f : M — N heisst glatt, wenn gilt f*(¢) € C°°(M) fiir alle ¢ € C>®(N).
f heisst Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und f und f—! glatt sind.
4Ist Mg die Vollkugel vom Radius R zeigt man analog n - vol gykiia(Mpg) = R™ gn-10
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Zusatz: Die Kohomologieklasse von 1*(o) (kurz o|gn-1 oder nur o) ist nicht-

trivial in H"~1(S™1).

Folgerung: Es gilt HY(S”) = H”(R™\ 0), und somit fir n > 1 insbesondere

(B (s 1) =R [i*(0)] =R].

Beweis: Sei w € AY(S™"!) eine geschlossene Differentialform (obdA v > 0).
Dann ist auch n = pri(w) € AY(S"! x Ry() geschlossen. Da S"~1 x R.q
diffeomorph zu R™ \ 0 ist, folgt aus Lemma 30.2.1 somit n = dp (im Fall v =
n — 1 muss man gegebenenfalls noch ein Vielfaches von ¢ abziehen). Somit ist
w = id5, 1 (w) = (pr1o)*(w) = *(n) = *(dp) = d(*(p)) eine exakte Form
(bis auf ein Vielfaches von ¢*(o) im Fall v = n — 1). Also H(S""!) = 0 fiir
v#n—1und HY(S" 1) =R [1*(0)]. O
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30.3 Das duale Poincare Lemma

Sei U sternférmig offen im RY. Sei ObdA zy = 0 der Sternmittelpunkt. Das
Poincare Lemma besagt H(U) = 0 fiir v # 0 und H°(U) = R. Wir wollen
analog HY(U) berechnen. Die erste iiberraschende Beobachtung: HN (U) # 0.
Ist w e AY(U) von der Gestalt w = dp fiir ein p € AN ~1(U), dann gilt

/w:()
U

(1.Variante des Satzes von Stokes fiir offene Teile des RY). Man erhilt allge-
meiner eine kanonische Abbildung

Tr: HY(U) - R,

definiert durch [w] — [;;w. Daher [, w = [;;(w+ dp) fiir p € AY=1(U). Dies
zeigt die Wohldefiniertheit von T'r.
Behauptung: Die R-lineare Abbildung Tr ist surjektiv.

Beweis: Andererseits ist fiir w = p(x)dz; A -+ A dry und eine nichtverschwin-
dende glatte Funktion ¢(z) mit kompaktem Tréger in U und Werten in [0, 1]
automatisch w € AN (U) mit [, w = [zn > 0.

Satz: Sei U sternformig und offen im RN . Dann gilt HL(U) = 0 fiir alle i # N
und

Tr: HY(U) = R].

Beweis: Sei ¢ # N. Wir miissen dann zeigen, dass jede geschlossene Form w €
AL (U) von der Gestalt w = dp fiir ein p € AL 1(U). Der Fall i = 0 ist trivial,
denn dann ist w konstant auf U und wegen des kompakten Triagers K von w
sogar identisch Null®. Sei daher i > 0.

1.Schritt (geometrische Vorbereitung). Sei ro die Distanz von K zum abge-
schlossen Komplement U¢. Dann gilt o > 0. Fiir jeden Punkt® 2 € SV—1!
sei R(z) = maxrer.yrzekx(N). Mit Hilfe (1) einer Partition der 1 auf SN—1!
verschafft man sich C°°-Funktionen a(z),b(z) auf SV~ mit der Eigenschaft
R(z) < a(z) < b(z) < R(z) + ro. Das Intervall (a(z),b(z)) ist diffeomorph zum
Intervall (0, 1) vermége des Diffeomorphismus t — a(x) + ¢(b(z) — a(x)). Dies
liefert einen Diffeomorphismus SN=1 x (0,1) & V fiir die offene Teilmenge

V={veRY |v=r-z,2c SN a(x)<r<blx)}

von U. Da (0,1) diffeomorph ist zu (0, c00) vermdge der Abbildung ¢ —  — 1,
ist V diffeomorph zu RY \ 0. Also verschwindet die Kohomologie H®(V) fast
immer (ausser in den Graden v =0 und v = N — 1).

5 U ist nicht selbst kompakt. Sonst wire U abgeschlossen und beschrinkt im RY (Heine-
Borel). Da RY zusammenhiingend ist, wiirde folgen U = ) im Widerspruch zur Existenz des
Sternmittelpunkts. Fiir € U \ K ist dann w(z) = 0 und wegen der Konstanz identisch Null.

6Man zeigt leicht, dass R(z) stetig von z € SN ~1 abhingt.
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2.Schritt (ein neues U). Zum Beweis kénnen wir U durch die sternfésrmige offene
Menge {v € RN |v =7 2,2 € S¥~1 r < b(z)} ersetzen. Dann ist V C U und
VNK = (. Nach wie vor w € A’ (U). Somit geniigt es p € A%(U) zu konstruieren
fiir das neue U.

3.Schritt (Abschneidefunktion). Wihle eine Funktion ¢ € C2°(U) mit ¢|x = 1.
Thr Triger sei K'. Es gilt K C K’ CU. Setze ¢ =1 — ¢.

4.Schritt. Wegen ¢ £ 0 und dw = 0 folgt aus dem gewdhnlichen Poincare Lemma
w=dn firein neAHU).
Dann gilt wegen w|y = 0 (beachte K NV = () also
dnly =0.

Dai # N und somit i —1 # N — 1 gilt H*=1(V) = 0 (!) mit Ausnahme des Falls
i—1=0. Also fiir i — 1 # 0 somit

nly =dij firein 7€ AT3(V).
Dann gilt wegen dd = 0 auch

w=dp , p=n—dn)
auf ganz U. Aber ausserhalb von K’ C U gilt ¢ = 1. Also

Ao = (n—dm)| =0

Also ist p die gesuchte Form. Sie hat Tréger in dem Kompaktum K’.

5.Schritt (Der Fall ¢ — 1 = 0). Verfahrt man wie in Schritt 3, ist jetzt 5]y = C
konstant auf der zusammenhéngenden Menge V. Zieht man diese Konstante
von 1 € A%(U) auf ganz U ab, gilt fiir p = n — C immer noch dp = w, aber p
hat jetzt kompakten Triiger: p € A%(U).

6.Schritt (Der Fall ¢ = N). Wie in Schritt 4, nur dass wir zusétzlich zu dw = 0
und w € AN (U) voraussetzen miissen

/sz,
U

um p € AN~Y(U) mit w = dp konstruieren zu kénnen. Dann gilt nach dem Satz

\/()nstokeb
O_—/(V_—/(V_—/ 7’]

fiir die kompakte Mannigfaltigkeit M = {r -z | z € SN=10 < r < (a(z) +
b(z))/2}, deren Rand M C V zu einer Sphire in RY \ 0 diffeomorph ist. Somit
ist wegen Lemma 30.2.2 die Klasse [7] € HY~1(V) von 7 trivial, und man
schliesst weiter wie in Schritt 4.



252 KAPITEL 30. KOHOMOLOGIE

30.4 Poincare Dualitét
Sei M ein Mannigfaltigkeit und n € A*(M) und w € A7(M). Dann gilt
dn=0,dwv=0 = dnAw)=0
(Produktformel). Gilt zusétzlich n = dp oder w = do, dann ist
nAw=d(pAw) oder nAw=d(—1)"nAo0)
sogar eine exakte Form. Daher definiert
N [w] =[nAw]

eine wohldefinierte R-bilineare Abbildung, das sogenannte Cupprodukt

|H(M) x HI(M) — H™*I(M)] .

Das Cupprodukt macht H*(M) = @, H (M) zu einem Ring.

Funktorialitit: Ist f : M — N eine unendlich oft differenzierbare Abbildung
zwischen Mannigfaltigkeiten, dann definiert der Pullback [w] — [f*(w)] einen
Pullback von Kohomlogieklassen f* : H*(N) — H‘(M). Der Pullback

|f* s HY(N) = H*(M)]

definiert einen Ringhomomorphismus. Dies definiert einen Funktor von der Ka-
tegorie der C'°°-Mannigfaltigkeiten in die Kategorie der R-Algebren.

Variante: Ist eine der beiden Formen 7, w eine Form mit kompaktem Tréger,
dann ist auch n Aw eine Form mit kompaktem Trager. Man erhélt daher analog
wie oben eine wohldefinierte R-bilineare Abbildung

HY (M) x H) (M) — HI (M) .

Allerdings ist H?(—) kein Funktor, denn der Pullback erhilt in der Regel nicht
den kompakten Tréager.

Annahme: Wir nehmen jetzt zusdtzlich an M sei zusammenhdngend von der
Dimension N und orientiert. Dann ist die Abbildung

r HY — w— [ w
Tr HY(OM) R , (] /M

eine wohldefinierte R-Linearform. Man erhélt auf diese Weise ein kanonische
R-bilineare Abbildung 4 4

H{ (M) x HN=Y(M) - R
via ([w], [7]) — Tr([wAn]). Anders ausgedriickt liefert dies durch die Zuordnung
[w] — ([77] = Tr(jw A n])) eine R-lineare Abbildung

|PD: HI(M) — HY (M) |
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Kompatibilitdt bei Restriktionen: Sei U C M eine offene Untermannigfaltigkeit
und sei j : U < M die Inklusionsabbildung. Sei [] € H*(M) und sei [w] €
HN=4(U) gegeben. Setze

7 () = vl € H'U) . ju(lw]) = [NFS(w)] € HY /(M) .

Dann sind j* : H{(M) — HY(U) und j, : HN=4(U) — HN={(M) R-lineare
Abbildungen.

Behauptung: Das Diagramm

HY (M) —— Hi(U)

PDl iPD
HY (M) 22 HY (U
ist kommutativ.

Beweis: Wiihle [n] € H'(M). Das Bild von [] im Diagram rechts unten ist eine
Linearform auf den Klassen [w] € HY~%(U). Oben herum ist der Wert gegeben

durch
/ 77|U ANw .
U

Unten herum ist der Wert gegeben durch

/ nANFS(n) .
M

Die beiden Integrale stimmen iiberein, da die Nullfortsetzung N F'S(n) ausser-
halb von U verschwindet. [

Kompatibilitdt mit Mayer-Vietoris: Dualisiert man die Mayer-Vietoris Sequenz,
erhélt man wieder eine lange exakte Sequenz. Schreibt man die gewdhnliche
Mayer-Vietoris Sequenz dariiber, kann man in den vertikalen Richtungen die
Abbildungen PD betrachten. Aus der Kompatibilitdt mit Restriktionen folgt,
dass alle Quadrate im folgenden Diagram (mit Ausnahme des 0-Quadrats) kom-
mutieren

H"Y(U)® H""Y(V) ——> H""Y(UNV) —2>> HY(UUV) ——> H*(U) & H*(V) ——= H*(UNV)

v \ v | {

HY Y TY W) @ HN=v 1 (V)* = BEN v (U V) > BN-2 (U U V)* — HN=Y(U)* @ HN=*(V)* = HN =" (U N V)*
Dass auch das d-Quadrat kommutiert bleibt als Ubungsaufgabe zu zeigen.
Das Fiinfer-Lemma (siehe Skript LA II) zeigt daher: Sind die PD-Abbildungen

Isomorphismen jeweils in den beiden rechten vertikalen und den beiden linken
Vertikalen, dann ist auch die Abbildung PD in der Mitte ein Isomorphismus.

Dies zeigt den folgenden Satz durch Induktion nach der Zahl r der offenen
Mengen U;
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Poincare Dualitét: Sei M eine (zusammenhdingende) orientierbare Mannigfal-
tigkeit der Dimension N und sei M = J;_, U; eine endliche Uberdeckung durch
offene Teilmannigfaltigkeiten U;. Wir nehmen an die Uberdeckung sei zuldssig
in folgendem Sinn:
Alle endlichen Teildurchschnitte U;, U; N U;, U; NU; N Uy, - -+ usw. seien
diffeomorph zu sternformigen offenen Teilmengen des RN .

Fiir alle © gilt dann Poincare Dualitdt in der Form

|PD:HI(M) = HY (M)

)

und die Kohomologiegruppen sind endlich dimensionale R-Vektorrdume.

Beweis: Sei M; = |J,_, U,, dann gilt My C My C --- C M, = M, und die
definierende Uberdeckung von M; ist zuldssig. Man beweist dann leicht durch
Induktion nach i die gemachte Aussage. Den Induktionsanfang liefert das Poin-
care Lemma und das duale Poincare Lemma. Hier muss man nur zeigen, dass
H°(M) € 1(HY (M) 3 [w] — [,; 1Aw) ein Isomorphismus ist. Das ist aber klar!

Der Induktionsschritt von ¢ nach ¢+ 1. Indem man die Mayer-Vietoris Sequenzen
fir U = M; und V = U; 1 mit UUV = M, betrachtet, zeigt man Behauptung
mittels des Fiinfer-Lemmas! Beachte UNV = |J! _, (U, NU,41) ist eine zuléssige
Uberdeckung, und somit kann man wiederum per Induktion annehmen, dass
Poincare Dualitét fiir U NV gilt.

Korollar: Sei U eine endliche Vereinigung von konveren” offenen Teilmengen
des RN Dann sind alle Kohomologiegruppen H'(U) endlich dimensional und es
gilt PD : HY(U) = HN=4(U)*.

Beweis: Eine Teilmenge des RV heisst konvex, wenn sie sternformig ist beziiglich
jedes ihrer Punkte als Sternmittelpunkt. Mit anderen Worten, wenn fiir alle
x,y € U auch die verbindende Gerade {tz + (1 —t)y | t € [0,1]} in U liegt.

Offensichtlich gilt: Endliche Durchschnitte von k01_1_vexen offenen Mengen sind
wieder konvex und offen. Somit ist eine endliche Uberdeckung durch konvexe
offene Mengen zuléssig. Das Korollar folgt daher sofort aus der Poincare Dua-
litat.

Mit derselben Methode zeigt man — indem man konvexe offene Menge durch
geodiitisch® konvexe offene Mengen ersetzt — (wir verweisen hierzu auf Spivak
Band 1)

Satz: Sei M eine zusammenhdngende kompakte orientierbare Mannigfaltigkeit
der Dimension N. Dann sind alle Kohomologiegruppen H* (M) endlich dimen-
stonale R-Vektorrdume und es gilt

| PD: H(M) = HN-'(0M)*

7Zum Beispiel sind offene Kugeln oder Quader konvex.
8Man wihlt dazu eine Metrik auf M und kann damit Geoditen definieren als Ersatz fiir
die Geraden im RY .
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30.5 Strome

Sei M eine zusammenhéngende orientierbare N-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Dann hat man kanonische Abbildungen

AM) = AYTH(M)
definiert durch A*(M) 3 n— T, € AN={(M)* und

Tw) = [ nrw) . weal o

vollkommen analog zu den Abbildungen PD der Kohomologie. Man zeigt leicht,
dass diese Abbildungen R-linear und injektiv sind (mit Hilfe von Partitionen der
1 reduziert man das auf eine lokale Aussage!). Diese Abbildungen sind aber nicht
surjektiv.

Definition: Den R-Vektorraum S*(M) = AN ~¢(M)* nennen wir den Raum der
(verallgemeinerten) i-Strome?

Ai(M) € S (M)

Man kann die Cartanableitung auf den Raum der Stéme ausdehnen

o AY(M) s (M) —E ATFY(M) —— -

L

HS’Lil(M)dHSZ(M)HdSZJFl(M)H

fiir T € SY(M) = A (M)* durch die Definition

[dT(w) = (-1 - T(dw)| , weAN"1 (M)

fiir w € Aiv_(H'l)(M) sowie dw € AN=¢(M).

Beweis: Fiir T = T, im Unterraum A*(M) C S(M) gilt némlich dn(w) =
[yydniw = [, dnAw)—(=1)" [}, nAdw = —(=1)* [,, nAdw wegen des Satzes
von Stokes und der Produktformel der Cartan Ableitung.

Wegen ddT(w) = +dT(dw) = +T(ddw) = 0 ist (S*(M),d) ein Komplex! Un-
mittelbar aus der Definition und etwas linearer Algebra folgt, dass die Kohomo-
logiegruppe des verallgemeinerten Strome (S®,d) an der Stelle ¢ nichts anderes
ist als HN~%(M)*, wihrend die Kohomologie des Differentialformenkomplexes
(A*(M),d) gerade H'(M) ist. Die natiirliche Abbildung (A4°®,d) — (S*(M),d)
induziert die Poincare Abbildingen PD : H' (M) — HN={(M)*. Gilt fiir die
Mannigfaltigkeit M Poincare Dualitéit, dann liefern beide Komplexe (Formen
und Strome) auf kanonische Weise dieselben Kohomologiegruppen!

9In der Literatur betrachtet man genau genommen einen Unterraum von S*(M), nidmlich
nur diejenigen R-Linearformen auf A%(M), welche stetig sind beziiglich der Normen aller
Banachrdume C"(K) fiir alle r und alle Kompakta K C M. Die so definierten Stréme haben
dann bessere Eigenschaft. Fiir unsere Zwecke reichen die verallgemeinerten Strome S*(M) im
obigen Sinne bereits aus.
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30.6 Beispiele fiir Strome

Sei f: L — M eine Inklusion eines linearen Unterraumes L der Dimension
dim(L) =k
in einem Euklidschen Raum M = R™ 10, Dann gilt trivialer Weise

Lemma 1: L definiert einen Strom in S“mM=F (M) vermdge

k — w) = *(w) .
AE(M) 3w = b1(w) /Lf()

Wichtig ist hierbei nur, dass die Abbildung f eigentlich ist, das heisst Urbilder
von Kompakta unter f bleiben kompakt. Dies impliziert f*(w) € A¥(L), und
somit ist das Integral [, f*(w) wohldefiniert.

Lemma 2: Es gilt | d(5;) =0 | 1.

Beweis: d(dz)(w) = +0z(dw) = * [, f*(dw) = £ [, df*(w) = £ [, f*(w) =0
fiir w € A¥=1(M) nach dem Satz von Stokes. [

Da fiir R™ Poincare Dualitéit gilt und das Poincare Lemma, muss der geschlos-
sene k-Strom ¢y, auf R™ notwendiger Weise exakt sein falls & # 0, d.h. es gilt
§r, = dT fiir einen (k — 1)-Strom 7' € S¥~1(R"™). Wir wollen im vorliegenden
Fall T explizit angeben. Bis auf eine Konstante handelt sich um einen alten
Bekannten: Beachte

M\ L= (R"*\0) xRF .

Wir nehmen an k < n—1. Sei pry : M\ L — R"~*\0 die erste Projektion, und sei
r2 = Z?;lk x2. Wir haben in Lemma 30.2.1 eine nichttriviale Kohomologieklasse
von M\ L gefunden im Grad i = n—k —1 gegeben durch die Kohomologieklasse
von

n—k
- (xdxy ke
R e AV !

Die Form o ist geschlossen auf M \ L. Man kann sie nicht zu einer Differential-
form auf ganz M = R" fortsetzen, denn sie hat Singularitdten in dem linearen
Unterraum {0} x R* C R™. (Das muss natiirlich auch so sein wegen des Poincare
Lemmas!) Allerdings kann man o zu einem Strom 7T}, in S"~*~1(R") fortsetzen!

Beweis: Definiere T, € S"*~1(R") als die Linearform

Ty (w) — ocAw , we AR .
M\L

0allgemeiner sei L eine Untermannigfaltigkeit von M, das heisst f : L — M sei eine
eigentliche Immersion einer orientierbaren Mannigfaltigkeit L in eine Mannigfaltigkeit M (also
etwas das lokal so aussieht wie die Inklusion eines linearen Teilraumes in einen Euklidschen
Raum)

Hdies gilt auch allgemeiner, falls L eine orientierbare Mannigfaltigkeit ohne Rand ist
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Fiir die Existenz des Integrals benutzen wir Polarkoordinaten (R"~%\ 0) x R¥ =
SnF=1 x Ryg x R¥. So wird o der Pullback der Form ¢*(¢) auf S"~*~1 un-
ter der Projektion (M \ L) — S™" %=1 Schreibt man w € A¥*1(M) in Po-
larkoordinaten w = w(v, 7, Tp—k+1, .., 2, ), dann ist das Integral gegeben durch
Sy o Aw = [gurat™(0) A (fR>o Jpr WO T T - xn)), ein wohldefinierter
endlicher Wert!

Lemma 3: Fiir den Strom T, € S"=*~1(M) definiert wie oben gilt

dT, = wvol(5" ") 8. |.

Beweis: Fiir w = h(z) - dvp_py1 A ---dxy, + -+ aus AP F(M) gilt dT,(w) =
—(=1)n kT (dw) = :i:fM\La ANdw = — fM\L d(oc ANw) da do = 0 auf M \ L.
Offensichtlich kann man im Integral — fM\L d(o A w) die Form w wegen der
speziellen Gestalt von o obdA durch

w=h(x) deg_gs1 N -de,

ersetzen. Dann gilt

dT,( :—hm/ / /da/\h
R—0 Sn,kl

= lim o) A h(Rv,x N
R—>0/Snk1/ n—k+1, 771)

/ h(0, ..., 0, Ty g1y ooy TN ) ATy g1 - - - dy

= vo n—k—1y . * w
— vol(S )/Lf()

=vol(S"F ) 6 (w) .

In der zweiten Zeile wurde der Satz von Stokes angewendet, und es ist eigentlich
der Pullback der Form auf den Rand S™~*~1 gemeint!

(.

Sn—k—1

30.7 Der Sternoperator

Auch fiir Strome T € S*(M) ist der Sternoperator definiert, nimlich durch
(+:T)(w) = (=1)""™ - T(xw) .

Ist T eine gewdhnliche Form n € AY(M) C S*(M), so stimmt 7}, mit der Form
T,y iiberein. Dies folgt aus dem zweiten Lemma in 31.1.

Lemma: Die Form T, € S¥TY(M) ist exakt, insbesondere d(*T,) = 0

dTp_p+1 N - Ndxy,
Tn7k72

¥, = dI,| , p=const-



258 KAPITEL 30. KOHOMOLOGIE

Beweis: Integration in Polarkoordinaten zeigt wie beim Beweis von Lemma 2,
dass T,(w) = fM\L pAw fiilr w € A?~*(M) wohldefiniert ist! Dann ist d7),(w) =
—(-D)*T,(dw) = —(-1)* JanppNdw = [y (dp) Aw, denn [y, d(p Aw) =
0 (wieder ein Limesschluss; der Grenzwert verschwindet diesmal wegen der
schwicheren Divergenz des Integranden!). Aber

k+2—
dp = % ~dr Ndzp—gr1 N ANday,
n—k
k+2—
— % (Z Z'idl'i) ATy s A+ AdTy, = (_1)k(_1)k(n_k)(k+2—n)(*g) .
=1
Also ist

dT,(w) = /M\L(—l)k(—l)k("_k) (k+2—n)(x0) Aw

= ()M (k42— n) - (+T,) (W)

. . - (71)k(n—k+1)
wie behauptet mit const = B s



Kapitel 31

Metriken

31.1 Der Euklidsche Sternoperator

Fiir Differentialformen auf offenen Teilmengen U eines Euklidschen Raumes RY
haben wir bereits den Sternoperator definiert

w1 ANU) — ANTY(D)
#(D mp-dar) = nr- (xday)
I I

wobei *dx; die eindeutig bestimmte Form in AN ~%(U) ist mit der Eigenschaft
dry N *dxy = 61y - dxy N --- N dxy. Bis auf Vorzeichen gilt «dx; = +dx; fiir
J=1°.

Lemma: Das Quadrat x> des Sternoperators ist (—1)* V=% . id.

Beweis: Fiir I = {1,--- i} gilt *(xdz;) = *(dzip1 A ... Adey) = (=1)" N9 dx;.
Da fiir jedes J mit |J| = ¢ eine orthogonale Matrix o existiert mit o*(dzy) = dx s
folgt die Behauptung aus der die Existenz eines kommutativen Diagrams fiir
lineare Abbildungen o aus der orthogonalen Gruppe (siehe 31.3)

ARN) ——= ANTIRY) .
U*\L J{det(ﬂ)ﬁ*
AYRN) — > AN=i(RV)
Alternativ folgt die Behauptung auch durch miihevolles Nachrechnen.
Definition: Wir setzen § = —(—1) D =Dxdx (Koableitung) und A = §od +

dod (Laplace). Dann gilt
00d=0

dA=Ad , 0A=AS
wegen 00 = & x d * xdx = + x ddx = 0 und dA = ddd = Ad.

Lemma: Firn,w € AYRYN) gilt n A (xw) = (=1)"N=D . (xn) Aw = w A (+7).

259
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Beweis: Aus (—1)" V=) . (xdx;) A dry = dxy A (xdxp) == dypdxy A --- Aday
folgt (¥n) Nw = > nrwi(*dxr) A dep = (—1)i(N’i) Yormwrdxr A (xdxp) =
(1) A=y A (kw).

31.2 Exkurs in die lineare Algebra

Sei K ein Korper, in dem 2 invertierbar ist. Sei V' ein K-Vektorraum der Di-
mension N. Sei ey, ..,en eine K-Basis und ej, .., ey eine Dualbasis. Ist

g:VxV-—-K

eine symmetrische nichtausgeartete K-Bilinearform auf V', dann induziert g auf
kanonische Weise einen Isomorphismus ¢ : V' — V* durch

Vov — gv,—)eV*.

Sei g(ei, ej) = gij. Die symmetrische Matrix (g;;) ist invertierbar. Seien g% die
Koeffizienten der inversen Matrix, d.h 3~ 9ij9°% = 6ik. Setze S = (¢g%/). Dann
gilt ¢ : Se; — ef und g(v,w) = v'S7tw. Die Umkehrabbildung ¢! definiert
eine symmetrische Bilinearform b = go (¢!, 071) : V* x V* — K. Auf der
Dualbasis ist b gegeben durch

blef,el) = (Se;)' S™H(Se;) = elSej = g .

7 7
Die zugeordnete Matrix der Bilinearform b auf V* ist also die Matrix S gegeben,
die Matrix der Bilinearform g auf V durch die Matrix S—!.

Bemerkung: Ist h € GI(V) ein Koordinatenwechsel (aufgefasst als Matrix zur
Basis ey, ..,en), dann ist der zugehérige Koordinatenwechsel in GI(V*) gege-
ben durch die Matrix (h/)~! (aufgefasst als Matrix zur Basis €7, ..,e}). h ist
orthogonal fiir g genau dann wenn (h’)~! orthogonal fiir b ist.

31.2.1 Fortsetzung auf alternierende Tensoren

Ist e, .., e}y eine Basis von V, dann bilden die e mit T'C {1,..., N} und |I| =i
eine Basis der alternierenden i-Formen A*(V) = AY(V*) auf V. Sei f : V* — V*
eine K-lineare Abbildung (aufgefasst als Matrix beziiglich der Basis der e}). Sei

AY(f) = AY(V7) — AY(V)

der induzierte Pullback. Beziiglich der Basis der e} schreibt sich A?(f) als Ma-
trix.

Lemma: Fir I,J mit |I| = |J| = i ist der Koeffizient A'(f);.; gleich der Un-
terdeterminante der Matriz von f, aus der alle Zeilen und Spalten gestrichen
werden ausser den Spalten aus I und den Zeilen aus J.

Beweis: Ubungsaufgabe!

Aus dem Lemma ergibt sich unmittelbar fiir die Transponierte

Korollar: AY(f)" = A (f).



31.3. DER %-OPERATOR EINER BILINEARFORM 261

Beweis: Beachte (A(f)')r,; = A(f)s 1. Dies ist die Unterdeterminante von f
getragen von den Spalten in J und den Zeilen in I. Der Wert der Unterdeter-
minante dndert sich nicht beim Transponieren. Die Transponierte kann aber
aufgefasst werden als die Unterdeterminante von der transponierten Matrix f’
getragen von den Zeilen in .J und den Spalten in I. Der Wert ist daher A*(f’); ;.

Korollar: Fiir eine symmetrische N X N-Matriz S = S’ beziiglich der Basis der
e ist A/(S) = AY(S) eine symmetrische Matriz beziiglich der Basis der €.
Ist daher

bs : V*xV* - K

eine symmetrische nichtausgeartete K-Bilinearform auf V', dann induziert bg
auf kanonische Weise symmetrische Bilinearformen

A(bg) : A{(V*) x A(V*) — K .

Diese induzierten Bilinearformen héngen nur von b ab und nicht von der Wahl
der Basis €. Ist ndmlich T' die Basiswechselmatrix zu einer anderen Basis €],
dann ist A*(T') die Basiswechselmatrix von den e} zur Basis der €;. Aus T"ST =
S folgt aber A(T)'A*(S)AY(T) = A*(S) wegen AY(T") = A'(T)'. Dies zeigt die
Wohldefiniertheit von A?(bg).

1.Bemerkung: Bilden die e} eine Orthogonalbasis von bg (eine solche existiert
immer), dann ist S = diag(A1, ..., An) eine Diagonalmatrix. Die zugehérige Form
Ai(bs) hat dann die Eigenschaft

A (bs) (e}, e5) = (H Ai) - 015 (Kronecker-Delta) .
i€l

Folgerung: Ist bg nichtausgeartet, dann sind alle A*(bs) nicht ausgeartet.

2.Bemerkung: Ist h € GI(V') orthogonal beziiglich bg, dann ist A*(h) orthogonal
beziiglich A?(bg), denn

AY(T)' AY(S)AY(T) = A(T")AY(S)AY(T) = AY(T'ST) = A(9) .
31.3 Der *-Operator einer Bilinearform

Eine nichtausgeartete symmetrische K-Bilinearform b auf W = V* induziert
eine nichtausgeartete K-Bilinearform A’(gs) auf A*(W), also einen Isomorphis-
mus

uw: ANNW)* = AYW) .

Das A-Produkt definiert nichtausgeartete Paarungen AY(W) x AN~H{(W) —
AN (W). Identifiziert man AY (W) mit K indem man einen Erzeuger wy auswihlt
(dies ist nicht kanonisch!), so erhilt man einen Isomorphismus

v: ANTIW) = AYW)* .
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Die Zusammensetzung %, = uov definiert einen Isomorphismus, den Sternoperator
zur Metrik b

s ANTIW) = AI(W)

)

welcher nur von b und der Wahl des Erzeugers in A™ (W) abhingt.

Bemerkung: Fiir eine lineare Isomorphismus f : W — W ist das folgende Dia-
gramm kommutativ

AN (W) = A(W)

AN"(f)i idet(f)%\'i(f)
[7 .

AN=IH(W) s AL(W)

fiir b(v, w) = b(f~(v), f~H(w)).

Beweis: Das ist klar, denn v vertauscht mit einem beliebigen Diffeomorphis-
mus f : W = W bis auf einen Jacobi Determinantenfaktor f*(v(n))(x) =

v(f*(z))(z) - det(Df)(x). Dagegen gilt f*(u(n)) = u(f*(n)) fiir lineares f aus
der orthogonalen Gruppe von b.

In Koordinaten: Ist f; = ej, ..., fv = e}y eine Orthogonalbasis von W = V* und
b, dann wéhlen wir f; . n} als Erzeuger von AN (W). Dann ist diese Abbildung
gegeben als Komposition der Abbildungen

Jr v G¢purfs)”  und (H Ai) - (kBartf1)* = *Burif1 -
igJ

Hierbei ist * gyxes definiert durch den Euklidschen Sternoperator fiA(xgukifr) =
ors - friz-Ny-

Lemma: Es gilt #,(f;) = (Hiw )\;1) “(kpurtfr)-

31.4 Der Fall K =R

In diesem Fall kann man einen kanonischen Erzeuger von AY (W) finden - zumin-
destens bis auf ein Vorzeichen (das heisst bis auf die Wahl einer Orientierung).
Man wihlt dazu eine Form wg € AN (W), deren Linge vom Absolutbetrag 1 ist

1
Wy = —F———=€] A---ANey .
AL An|

Mit dieser Wahl héngt der Sternoperator * = #;, . nur ab von der Bilinearform
b (oder g) und der Wahl einer Orientierung = +1. Es gilt dann
*b,l(]-) = Wo
* HiGI AZ *
*p,1(€]) = === *Buki (€]) -
/X1 - An|

Uber K = R besitzt jede nichtausgeartete Bilinearform eine Sylvesterbasis, in
der gilt A\; € {£1}. Beziiglich einer Sylesterbasis gilt *;1e} = sign([[;c; M) -
*pukl(€7)-

icl
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31.5 Der globale Fall

Eine Metrik auf einer offenen Teilmenge U C R¥ ist eine symmetrische matrix-
wertige Funktion g : U — My n(R) mit der Eigenschaft

* g(x) = (gi;(x)) mit g;j(x) € C>(U) (Symmetrie)
o det(g(x)) # 0 fiir alle x € U (nichtausgeartet)

Eine solche Metrik heisst Riemannsche Metrik auf U, wenn ausserdem gilt

g(z) >0,
das heisst wenn g(x) positiv definit ist fiir alle z € U.

Allgemeiner: Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Atlas M = J,; und v, : M, =
U, C R¥. Eine Metrik g auf M ist eine Kollektion von Metriken g(v, z) auf den
Karten U,, welche sich unter den Kartenwechselabbildung 1),,, verheften, d.h.

beziiglich des Matrixproduktes

9, @) = Dty (@) - g1, () - Dby (@) | fiix w € Uy

Man nennt g eine Riemannsche Metrik auf M, wenn g in allen Karten positiv
definite ist.

Der globale x-Operator: Ist die Mannigfaltigkeit M orientiert, dann definiert
man wie im letzten Abschnitt einen globalen Sternoperator

x =gy A(M) — ANTHM) .

Man zeigt leicht, dass dieser Operator wohldefiniert ist, also nicht von irgend-
welchen Wahlen abhéngt.

Die globale Volumenform: Es gilt dann insbesondere

*g1(1) =wp € AN(M) ,
wobei die Differentialform wy in lokalen Karten durch

wo(z) = +v/|g(x)|dzy A -+ - day

gegeben ist. Dies liefert uns eine globale N-Form, welche durch die Metrik g
festgelegt ist. Dies erlaubt es das Volumen einer Mannigfaltigkeit mit Metrik
(M, g) zu erkldren, falls M kompakt ist

volg(M) :/ wo -
M

Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, gilt
volg(M) > 0.

Laplaceoperator: Analog kann man auf (M, g) wieder die Operatoren d,d, A =
dé + dd erklidren (wie im Euklidschen Fall).
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31.6 Kurvenlingen

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine glatte Kurve v in M ist
eine (mindestens einmal in lokalen Karten) stetig differenzierbare Abbildung
v :10,1] — M. Man erklirt dann die Linge einer Kurve v durch

1
I(y) = / V@)@t

Hierbei wird der Pullback des symmetrischen Tensors g analog erklart wie fiir
alternierende Tensoren, ndmlich mit Hilfe der lokalen Karten. Betrachte ¢ € [0, 1]
mit y(t) € M; und v, (7(t)) € U,. Dann sei per Definition

Y (9)(t) = D(thy 0 7) (£)g(v, hnu o v(2)) Dy 0 7)(t) ER .

Wie man sofort mit Hilfe der Kettenregel sieht, hingt die so definierte reelle
Zahl v*(g)(t) nur von t € [0,1] aber nicht von der Wahl der Karte M, ab,
welche v(t) enthélt. Da nach Annahme g(v,.) positiv definit ist, ist die reelle
Zahl v*(g)(t) > 0 positiv und die Wurzel aus dieser Zahl héngt stetig von t ab.
Somit ist das Léngenintegral wohldefiniert.

Beispiel: Sei M = R und sei die Metrik gegeben durch die konstante Funk-
tion g(z) = E (Einheitsmatrix). Fiir eine Kurve v : [0,1] — M mit v(t) =
(71(t),- -+ ,gn(t)) ist dann die Lénge im obigen Sinn gegeben durch

fiir 4;(t) = Ly;(t).



Kapitel 32

Hilbertraume

32.1 Messbare Funktionen

Sei X ein metrischer Raum und I ein Daniell Integral auf dem Verband C.(X)
der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger. Sei L(X) der Verband der re-
ellwertigen Lebesgue integrierbaren Funktionen. Wir gehen in diesem Abschnitt
iiber zu den C-wertigen Rédumen L(X,C) und C.(X,C). Damit sei gemeint,
dass sowohl Real- als auch Imaginérteil im entsprechenden Raum liegen. Setze
I(u+iv) = I(u) + il (v) fiir komplexes f = u + iv aus L(X,C).

Definition: f : X — C heisst messbar, wenn es eine Folge f, € C.(X,C) gibt,
welche punktweise fast dberall (d.h. ausserhalb einer Nullmenge) gegen f kon-
vergiert

Permanenzeigenschaften des Raumes der messbaren Funktionen M (X, C)

Die messbaren reellwertigen Funktionen bilden einen Verband M (X).
M(X,C) ist eine C-Algebra.

feM(X,C)= f und|f| € M(X,C).

Aus fp, — [ fast diberall und f, € M(X,C) folgt f € M(X,C).

M(X) ist abgeschlossen unter abzdhlbarer (Supremums-)Infimumsbildung.

Ist |f| < g fii. und f € M(X,C) sowie g € L(X). Dann gilt f € L(X,C).

S T o v =

Zum Beweis: 1.,2. und 3. folgt sofort aus den Permanenzsétzen der Konvergenz
und der entsprechenden Eigenschaft von C.(X). 4. folgt #hnlich mittels des
Diagonalfolgentricks. 5. folgt unmittelbar aus 4. und der Abgeschlossenheit 1.
unter endlichen Suprema (Infima). Zur letzten Aussage. ObdA f reellwertig. Fiir
f = fr+ f- geniigt es fi zu betrachten. Das heisst obdA f > 0. Wihle f, — f
(fii) mit f, € C.(X). Dann gilt f, Mg — fMNg= f (fii). Wegen |f, Ng| < g
folgt f € L(X) wegen f, Mg € L(X) M L(X) C L(X) dank des Satzes von der
dominierten Konvergenz.

265
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32.2 L*-Rdume
Fiir Funktionen f, g mit Werten in C gelten die trivialen Abschitzungen

L [f gl < sup(|fl,1g)?* = sup(|fI*, |g]*)
2. |f + 9P < (IfI+1gD)? < 4~ sup(|f],1g9))* = 4 - sup(|f [, |g]*)

Wir definieren £2(X, 1) = L2

L2(X,]) = {feM(X,(C) |f\2€L(X)} .

Lemma: £? ist ein C-Vektorraum.

Beweis: M(X,C) ist ein C-Vektorraum. Daher folgt die Behauptung aus der
zweiten obigen Abschéitzung mit Hilfe der Permanenzeigenschaften 32.1.6 und
32.1.2. O

Analog zeigt dieses Permanenzargument mit Hilfe der ersten trivialen Abschitzung
fg € L(X) fiir f,g € £L2. Somit ist

<fg>=I(f 9

definiert fiir alle f,g € £2. Dies definiert eine positiv semidefinite hermitesche
Bilinearform

<.,.>L’x[L*-C.

Wie in 10.1 folgt daraus das néchste Lemma fiir

Ifll == +vV< fif>

Lemma: FEs gilt die Schwarzungleichung und die Dreiecksungleichung. Gleich-
heit wird nur fiir proportionale Vektoren angenommen.

Lemma: ||f|| = 0 <= Triger von f ist eine Nullmenge.

Beweis: <= klar. =>: vol{z € X | |[f]* > 1/n} = 0 fiir alle n wegen der
Abschétzung - vol(..) < || f||?. Wegen Beppo Levi folgt im aufsteigenden Limes
vol{r € X | |f|>0}=0. O

Die Nullfunktionen (Funktionen in £? mit Triger in einer Nullmenge) bilden
einen C-Untervektorraum von £2. Der Quotientenraum sei L? = £2/ Nullfunk-
tionen. Die Werte || f|| = || fllz2 und < f, g > héngen offensichtlich nur von der
Aquivalenzklasse von f und g in L? ab. Es folgt aus dem letzten Lemma daher
sofort

Korollar: (L?(X, 1), |.||z2) ist ein normierter Raum.
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32.3 Satz von Fischer-Riesz
Fiir lokalkompaktes X mit abzihlbarer Basis ist (L?(X,1),|.||r2) vollstindig.

Beweis: Schritt 1. Sei f, eine Cauchyfolge in L*(X, I), also || f — fml| 1> < ¢ fiir
n,m > C(g). Durch Ubergang zu einer Teilfolge gilt obdA

I fr = fmllze < g—min(nm)

(wihle etwa f; = fn, mit n; > C(279). Gilt limy, oo [|f — finllzz = 0 fiir ein
f € L?(X,I) in der Teilfolge, dann gilt dies auch fiir die urspriingliche Folge.

Schritt 2. X = |J;2, K; fiir Kompakta K; (nach Annahme). Wir zeigen f, — f
punktweise (fii). Dazu geniigt fn|x — f|x punktweise (fii) fiir jedes K = K;.
Nach Bemerkung 23.4.4 liegt die charakteristische Funktion xx in M (X) und
nach 32.1.6 in L(X), definiert also wegen XK |xx|? eine Funktion in L?(X).

|fn = fui1| ist messbar mit |f, — fag1|? € L(X). Also |fn — fas1| € L2(X).
Setze

ZxK Nfol@) = for1(@)] € RUoo.

Fiir die Partialsummen Fy € L(X) gilt Fy / F. Beachte limy I(Fy) =
S0 Xk, |fu — fos1l). Die Schwarzsche Ungleichung gibt als obere Schran-
ke vol(K) - 307 | fo — fogrllze < wol(K)-> 07277 < oo. Nach Beppo Levi
ist daher F' als Funktion von X nach R U co Lebesgue integrierbar. Die Menge
M ={z € X | F(z) = oo} ist nach 24.4.2 eine Nullmenge in K. Sei z € K \ M.
Dann konvergiert F(z). Aus dem Cauchykriterium fiir Reihen und der Drei-
ecksungleichung folgt dann |f,,(z) — fi(z)| < Yoo, |fo(®) — fus1(2)] < e fiir
alle n,m > N(z,€). fn(x) ist daher fiir x € K \ M eine reelle Cauchyfolge, also
konvergent. Auf K \ M konvergiert somit f,(x) punktweise gegen eine Grenz-
funktion f, d.h. f, — f (fii) auf X. Aus f, € M(X,C) folgt f € M(X,C) nach
32.1.4. Aus f, — f (fii) folgt schliesslich |f,|? — |f|* (fii).

Schritt 3. Also hy, = inf(|ful?, | fos1l? ) / |f|? (fii) und h,, ist wegen der
Permanenzeigenschaft 32.1.5 messbar. Wegen 32.1.6 und |h,| < |fn|? sowie
|fn]? € L(X) folgt dann h,, € L(X). Wegen h,, /" |f|? folgt daher |f|? € L(X)
(Beppo Levi), falls limsup I(h,) < oo. Aber I(hy,) < I(|fn]?) = ||fnll32 ist be-
schriinkt (f, ist eine Cauchyfolge !). Also kann Beppo Levi angewendet werden
und man erhélt

feLix,I
sowie I(|f]?) = limy, I(hy,). Aus I(h,) < || fn||3: folgt daher die Ungleichung (*)

I(If*) < Sup 1£allZ= -

Schritt 4. Durch Ubergang von f,, — f zur Folge f, — fm — f — fm (fiir n > m
und festes m) zeigt das Beppo Levi Argument (*) von Schritt drei vollkommen
analog I(|f — fm|?) < SUP, > | fr — fmll? <272™. Das heisst

If = fmlle <2
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32.4 (C.(X,C) liegt dicht
X sei lokal kompakt und abzédhlbar im Unendlichen. Dann gilt
Co(X,C) liegt dicht in (L*(X,I),].||r2)-

Beweis: Fiir jedes f € L?*(X,C) und jedes ¢ > 0 miissen wir ein g € C.(X,C)
finden mit I(]g — f|?) < e. ObdA f reell. Wegen x, - f — f (in der L>-Norm)
hat f obdA kompakten Trager.

Beachte lim,, inf(n, f) — f in L?(X, I). Somit ist obdA f durch eine Konstante
C nach oben beschrénkt. Analog dann auch nach unten. Man kann also f durch
solche Abschneidungen f in der L2-Norm beliebig gut approximieren. Es gilt
|f] < C = n. Analog kann man g € C.(X) abschneiden und erhiilt dadurch
wieder eine Funktion § € C.(X). Dann gilt

If—gl> < 2C-I(1f—gl) < 2C-I(|f—gl) < ¢

falls g so gew#hlt werden kann, dass gilt I(|f — g|) < £/2C. Beachte |f — g| ist
messbar, beschrankt mit kompaktem Tréger, also integrierbar nach 32.1.6. Aber
I(|f —g|) < I(|f = h|]) + I(|h — g]); der erste Term kann durch eine Funktion
h € B*(X) beliebig klein gemacht werden, der zweite dann durch geeignete
Wabhl einer Funktion g € C.(X). Also existiert g € C.(X) mit I(|f—g|) < &/2C.

32.5 Der Folgenraum L?*(Z)

Wir betrachten nun den diskreten metrischen Unterraum X = Z (versehen mit
der Einschrinkung der Metrik von R). Eine Teilmenge von Z ist genau dann
kompakt, wenn sie endlich ist. Somit

C(X,C)={a:Z— C|a(n)=0 fir fast alle n} .
Das Integral

neEZ
auf C.(Z) ist ein Daniell-Integral. Der Raum M (X, C) ist der Raum aller Folgen
a:Z — C, der Raum L(X,C) ist der Unterraum aller absolut konvergenten
Folgen (siehe Ubungsaufgabe Ana II). Wie man unmittelbar sieht, gilt

L*(X,I) = {a:Z—C | Z|a(n)|2<oo}

sowie L
(a,b) = > a(n)-b(n) .
neZ
Die Funktionen
fu(n) = 5un € CC(Z)

haben die Eigenschaften
e (fu, fu) = 0y (Orthogonalitit).

e Fiiralle f € L?(Z) und fiir alle ¢ > 0 existiert eine endliche C-Linearkombination
g der f, mit || f — g||r2 < ¢ (Dichtigkeit).
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32.6 Orthonormalbasen

Ein Hilbertraum (H, (.,.)) ist ein vollstdndig normierter Raum, dessen Norm
||v|| durch ein positiv definites hermitesches Skalarprodukt (.,.) : H x H — C
gegeben ist

[v]l* = (v, v)

Beispiel: L?(X,I) fiir lokalkompaktes X mit abzihlbarer Basis.

Definition: Eine (abzihlbare) Hilbertraum-Basis ' f,, (n € Z) eines Hilbert-
Raums H ist per Definition eine Folge von Vektoren v,, € H mit der Eigenschaft

e Orthonormalitit: (v,,v,) = 0y, (Kronecker Delta)

e Dichtigkeit: Fiir alle f € H und fiir alle ¢ > 0 existiert eine endliche
C-Linearkombination g der v, so dass gilt ||f — g|| < e.

Die erste Eigenschaft impliziert die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren v,,: Aus
g=>_,a(n)v, =0 (endliche Summe) folgt a(m) = (g, v,) = 0 fiir alle m.

Satz: Ist v, eine abzihlbare Hilbertraum-Basis eines Hilbertraumes (H,{.,.)),
dann induziert L*(Z) 2 a — Y., a(n) - v, einen isometrischen Isomorphismus
von Hilbertrdumen

i 1*(z) = H|.

Die Umkehrabbildung ordnet einem Vektor v die Folge a(n) = (v, v) zu.

Beweis: Wegen der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren v,, ist die Abbildung
i auf dem Teilraum C.(Z) C L?*(Z) wohldefiniert (fast alle a(n) sind Null) und
es gilt wegen der Orthonormalitét

li@)* = (3 aln) - va, Yy a(m)-va) = Y lam)® = llal|i2@) -

n m

C.(Z) liegt dicht in L?(Z). Wegen der Isometrieeigenschaft liisst sich daher die
Abbildung i durch Limesbildung auf ganz L?(Z) wohldefiniert fortsetzen: Fiir
a € L*(Z) wihle a,, — a im L?-Sinn mit a,, € C.(Z). Dann ist i(a,) eine

Cauchyfolge in H wegen ||i(an) —i(am)|| = ||i(an—am)|| = ||an —am||. IThr Grenz-
wert sei i(a). Man sieht sofort, dass i linear ist. Es gilt ||i(a)| = lim, ||i(a,)|| =
lim,, ||a,|| = ||la||. Das Bild von i ist daher abgeschlossen in H und L?*(Z) ist

isomorph zu B.

Aus der Dichtigkeits-Annahme folgt, dass das Bild B einen dichten Teilraum
enthélt. Das heisst fiir f € H existiert ein ¢ € B mit ||f — g|| < e. Somit gibt
es eine Folge von g, € B welche gegeben f konvergiert. Da B abgeschlossen ist,
folgt f € B. Daher ist i surjektiv.

IEs handelt sich dabei nicht um eine Basis im Sinne der linearen Algebra.
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32.7 L?-Fourier Transformation
Mittels der Parameterisierung
t — exp(2mit)

entsprechen Funktionen g auf dem Einheitskreis X = S! periodischen Funktio-
nen f(t) = g(exp(2mit)) auf R mit der Periode 1 und umgekehrt. Der Raum
C.(X,C) = C(X,C) kann dabei mit dem Raum aller stetigen periodischen
Funktionen f: R — C mit f(¢t + 1) = f(¢) identifiziert werden. Das Integral

1(f) = /0 F(t)dt

definiert ein Daniell-Integral auf C.(X). Sei I das zugehérige Lebesgue Integral.

Satz Die Funktionen x,(t) = exp(2mint) definieren eine Hilbertraum-Basis von
L?(S*,1). Das heisst: Jede Funktion f € L*(S') schreibt sich als L*-Limes

/() = ez aln)exp(@rit) |

mit den Fourierkoeffizienten

a(n) = f01 f(t)exp(—2mint) dt

und es gilt die Plancherel Formel

S lam)? = [ F(0)2dt < oo .

Die Fourierreihe Y., o, a(n)exp(2mit) konvergiert punktweise fir f € C*(S*,C).

Beweis: Nach 32.6 geniigt es zu zeigen, dass die x,,(t) = exp(2mint) eine Hilber-
traumbasis von L?(S1, I) bilden. Der Rest folgt dann aus i : L?(Z) = L*(S*, I).

Orthonormalitét.

1
{(Xns Xm) = / exp(2mikt)dt
0

fiir Kk = m —n. Fir k& = 0 ist das Integral gleich 1 und fiir & # 0 gleich
(27ik) " texp(2mikt)|§ = 0 nach 15.2.

Dichtigkeit. Der von den endlichen Linearkombinationen g(¢) der Funktionen
Xn(t) aufgespannte C-Untervektorraum definiert eine C-Algebra A in C(X,C).
Offensichtlich trennt die Funktion x; = exp(27it) die Punkte von S*. Also gibt
es fiir jede Funktion f € C(X,C) und jedes € > 0 ein g(t) € A mit

If = gll72 <wol(S*) - Sup IF() —g()|* <e
tes?t

wegen des Satzes von Stone-Weierstrass (néchster Paragraph). Andererseits liegt
C(X,C) dicht in L?(X,C) nach 32.4, und damit auch bereits A.
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32.8 Stone-Weierstrass

Sei X kompakt und C (X, C) der Banachraum der stetigen C-wertigen Funktion
mit der Supremumsnorms |||l (siehe 18.1). Betrachte A C C'(X,C) mit

e A ist eine C-Unteralgebra von C'(X,C), insbesondere 1 € A
e fcA=fcA

e Fiir x # y in X existiert f € A mit f(x) # f(y) (Punktetrennung)

Hat A diese Eigenschaft, dann auch der Abschluss A von A in C'(X) beziiglich
der Norm ||.||eo- Dies folgt aus den bekannten Permanenzsétzen aus Abschnitt 7
der punktweise Limesbildung von Funktionen. Der Abschluss A ist die kleinste
abgeschlossene Teilmenge von C'(X), die A enthélt. Beachte

geEA <+ Ve>0 3IfeA mit|g— fllo<e.

Satz: Ist A abgeschlossen in (C(X),]|-]|eo) mit obigen Eigenschaften und ist X
kompakt, dann gilt A = C(X).

Beweis: Schritt 1. A ist ein Verband. Dazu geniigt f € A = |f| € A (siehe
Definition von M, LI auf Seite 180). Dazu geniigt es aus 0 < h = f - f € A eine
positive Wurzel +\/E € A ziehen zu konnen. Gilt 0 < ¢; < h < ¢ < 1, dann
schreibt sich b = 1—g mit ||glcc < 1 und die Taylorentwicklung vh = 1f%g+~ o
konvergiert in C'(X) nach 16.11. Ersetzt man ein beliebiges nichtnegatives h € A
durch ¢- (h+d) mit kleinem positiven Konstanten ¢, d, kann man daher aus h die
Wurzel in A ziehen. Da man aus ¢ die Wurzel ziehen kann, existiert vh 4+ d € A.
Im Limes d — 0 folgt vh € A. Wir haben dabei mehrfach benutzt, dass A in
C(X) unter Limesbildung abgeschlossen ist!

Schritt 2. Gegeben g € C(X) und ¢ > 0. Da A Punkte trennt und eine Algebra
ist, findet man fiir je zwei Punkte z,y € X eine Hilfsfunktion f,, € A mit
fop(x) = g(z) und f ,(y) = g(y). Bei festem x gibt es dann zu jedem y eine
offene Umgebung V (y) von y mit supycyv,)|f(y') — g(y')| < €. Endlich viele
V(y1), .., V(ym) der V(y) iiberdecken X. Also gilt

Fo(z) =g(x) , Fu(y) <gly)+e (VyeX)

fir Fp = inf(fz,4,, - s fo,y.) in A (Verbandseigenschaft). Fiir jedes x gibt es
eine offene Umgebung U(x) mit sup, cy(a)|g(x’) — Fp(2')| < €. Endlich viele
U(z1),..,U(xy) iiberdecken X. Es folgt

f@)>g(@)—e , fly) <gly)+e (Vo,yeX)
fir f =sup(Fy,, -+, Fy,) € A. Das heisst
lg—fls<e , feA.

Schritt 3. Da dies fiir alle ¢ > 0 gilt, gibt es eine Folge f,, € A mit g = lim,, f,,.
Also g € A. Da A abgeschlossen ist, folgt g € A. Daher gilt C'(X) = A.
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32.9 *Orthoprojektion

Fiir einen abgeschlossenen C-Untervektorraum B eines Hilbertraums H und
einen Vektor v aus H betrachten wir den Abstand von v zur abgeschlossenen
Teilmenge B C H
d:=dg(v)=inf |lv —p|l .
5(0) = inf o~ pl

Sei p,, € B eine Folge mit ||g,||*> — d? fiir ¢, = v — p,,. Dann gilt fiir n, m — oo

1 pn+pm U — Pn U — Pm
Sllan + amll = o = P2 L < 2B 4 P aj2 /2=

Anderseits d < [|v — ErtPe|| denn E2iPm € B. Also [|gn + gm | — 2d. Aus der
Binomialformel fiir Skalarprodukte

n = 4l = 20all® + 214 > — 140 + @

folgt daher ||q, — qm||* — 2d? +2d* — (2d)? = 0 fiir n,m — oo. Die ¢, definieren
somit eine Cauchyfolge, die in dem vollstdndigen Raum H konvergiert: ¢, — q.
Der Grenzwert ¢ ist eindeutig und héngt nicht von Wahl der Folge ¢, = v — p,,
ab (dies sieht man durch Mischen solcher Folgen p,). Da B abgeschlossen ist,
sind dquivalent d = ||¢]| =0 <= q¢=0<=p=v—g=v <= v E B.

Folgerung: Das Infimum dg(v) = infpecpd(v,p) wird von einem eindeutig be-
stimmten Punkt p=v —q aus B

p=pv) €B

angenommen. Es gilt p(v) = v firv € B und Bild(p) = B. Also ist p ein
Projektor p* = p auf den Teilraum B.

Bemerkung: Fiir v € H, p = p(v) sowie ¢ = v —p(v) gilt dg(v)? = ||¢||*. Es folgt
<bgqg>=0 Vbe B,

denn sonst gibe es ein ¢ mit dp(v)? < [|g—tb]|* < [|¢||* (die Ableitung nach ¢ im
Punkt ¢ = 0 ist dann némlich obdA reell und negativ fiir ein geeignetes b € B).
Ein Widerspruch! Also liegt ¢ im Orthokomplement @Q = B+ von B.

Korollar: Fir abgeschlossene C-Unterriume B eines Hilbertraumes H gilt

H=B&B'|.

Ubungsaufgabe: Zeige p : H — B ist eine C-lineare Abbildung mit der Ei-
genschaft (p(v),w) = (v, p(w)). Benutze z.B. Satz 32.10.1 angewendet auf den
Hilbertraum B.
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32.10 *Das stetige Dual

Sei (H,(.,.)) ein Hilbertraum mit Norm ||v||? = (v,v). Das positiv definite her-

mitesche Skalarprodukt (.,.) induziert eine kanonische C-antilineare Abbildung
j+ H — (Homyerig(H, C), | lop)

i0(w) = (v,w)

in den Raum der stetigen C-Linearformen auf H. Die Operatornorm der linearen
Abbildung j(v) : H — C erfiillt

3 ()l (v, w)]

= Ssup 20
[[o] 7l

17 llop = supuzo < vl

wegen der Schwarzschen Ungleichung (die in jedem Hilbertraum gilt). Das Su-
premum (fiir v # 0) wird bei w = v angenommen. Es folgt

Lemma: Die obige Abbildung j ist eine C-antilineare injektive Isometrie, d.h.

5@ = IIo]]-

Mehr noch

32.10.1 *Autodualitit

j ist ein Isomorphismus.

Beweis: Fiir eine stetige nichttriviale C-Linearform T' € Homgterig(H, C) auf
dem Hilbertraum (H, ||.||) ist der Kern

B = Kern(T)
ein abgeschlossener Unterraum von H. Daher gilt
H=BoB*.

T induziert einen Isomorphismus B+ = C. Wihle v € B+ mit [[v|| = 1. Jeder
Vektor v aus H schreibt sich in der Form v = A - v + w fiir ein w € H mit
< v,w >= 0. Fir ¢ = T(v) € C gilt dann T(u) = AT (v) + T(w) = AT (v) =
A¢(v,v) = {cv, W + w) = (cv,u). Somit T = j(cv). Also ist j surjektiv.
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Anhang A

Anhang — Bernoulli
Polynome

Nachfolgend eine Tabelle der Bernoulli-Polynome von 0 bis 10:

Ordnungszahl Polynomschreibweise Faktorisierung
0 1 1
1 1
1 _ _
T3 T
1 1
2 x? —x+ 5 z? -z + 5
3 1 1
3 3 — 5:1:2 + 5% 5(1} —1)(2z - Dz
1 1
4 4 9.3 2 _ = 4 _ 9.3 2_ -
T 0 +x 30 T 0+ 30
5 25— ot 4 §IE3 - 1:1: l(ac —1)(2z —1)(32* = 3z — 1)z
2 3 6 6
1 5 1 1
6 x6—3x5+2x4 2x2+ﬁ x6—3x5+§x4—§x2+ﬁ
7 1 1
7 $7—§$6+2 5—65133—1—6-37 g(x—1)(2m—1)(3x4—6x3+3x+1)x
14 7 2 1
8 8 — 427 + gxe §m4 §x2 ~ 30 identisch mit Polynomschreibw.
1 3 1
9 x¥ — §x8 + 627 — —a® +22° — 0% TO(I - 12z — 1)z
(525 — 152% 4 5at + 152% — 22 — 9z — 3)
10 9, 19 g 6 4 3 2, D o : .
10 A ?x —T7z° 4+ 52" — §x + 6 identisch mit Polynomschreibw.
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A.1 Hinweise fiir Maple-Benutzer

Maple bietet eine sehr einfache Moglichkeit, die Bernoulli-Polynome auszugeben.
Uber den Befehl

bernoulli(grad, x);

wobei grad der gewiinschte Grad des Polynoms ist, erhdlt man das Bernoulli-
Polynom. Eine Faktorisierung wie in obiger Tabelle erhélt man durch die Se-
quenz

factor (bernoulli(grad,x));



Anhang B

Anhang — Hinweise fiir
Maple-Benutzer

B.1 Allgemeine Hinweise

Maple, als neuer, interessanter Ansatz zur Losung von (komplexen) mathemati-
schen Methoden, bietet bereits im Grundstudium (und sogar wihrend der Ober-
stufe) interessante Moglichkeiten die Voraussetzungen einer Aufgabe zu visuali-
sieren. Allerdings sind einige programmiertechnische Grundlagen Voraussetzun-
gen, die allerdings schnell erlernt sind. Im nachfolgenden sollen einige zentrale
Befehle und Routinen beschrieben werden, die bei der Erstellung der in diesem
Skript vorhandenen Visualisierungen verwendet wurden.Ein Einfiihrungsskript
zur Mapleprogrammierung findet man unter anderem unter folgenden URLs:

e http://www.physik.uni-regensburg.de/edv /schriften /maple/

http://saaz.lanl.gov/Maple/MapleWHome.html

http://www.rz.uni-hohenheim.de/anw /c-alg/maple/kurs/maplekurs.html
und http://www.rz.uni-hohenheim.de/anw/c-alg/maple/kurs/tutorial.html

http://www.uni-essen.de/hrz/mathe/maple/

http://www-math.cc.utexas.edu/math/Maple/Maple.html

http://www.links2go.com/topic/Maple

B.2 Quickstart in Maple

B.2.1 Semikolon und Doppelpunkt - wird schnell verges-
sen

Jeder Befehl in Maple wird entweder durch ein Semikolon (auch Strichpunkt
genannt, also ;) oder einem Doppelpunkt (:) beendet. Im ersten Falle wird das
Ergebnis ausgegeben, im letzteren wird es unterdriickt.

Ist man nicht so geiibt in Programmiersprachen wie C oder C++, so vergifit man
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gerne dieses Zeichen am Ende jeder Zeile. Maple quittiert dies dann mit der Feh-
lermeldung Warning, premature end of input Taucht also diese Meldung
auf und jegliche Ausgabe wird unterdriickt, dann sollte man mal auf die En-
dungen der Befehle schauen, ob da nicht vielleicht etwas ,,wichtiges” fehlt.

B.2.2 Restart und with - so fingt es an
Der Befehl

> restart;

loscht alle Zuweisungen (von Variablen) und startet die internen Rechenrou-
tinen neu. Es empfiehlt sich, dieses Befehl standardméfiig immer am Anfang
eines Dokumentes einzufiigen, da man so beim weiteren Programmieren durch
,,Durchdriicken” der Eingabetaste von Anfang an, alle Befehle frisch auslost,
und somit schnell die Ubersicht wieder gewinnen kann, falls sie denn einmal
verloren gegangen ist. Meist folgt auf den restart-Befehl gleich ein Laden von
speziellen Paketen. Dies geschieht durch den Befehl

> with(Paketname) ;

Zum Beispiel existieren folgende Pakete in der bei der Vorlesung aktuellen Ver-
sion:

plots

linalg

student

geom3d

B.2.3 Plot - Zeichnen im Zweidimensionalen

Das Zeichnen von einer Funktion geht relativ ziigig von statten. So zeichnet die
Befehlssequenz

> restart:
> plot (x72, x=0..2);

die Parabel zweiter Ordnung von den x-Werten 0 bis 2. Auch komplexere Funk-
tionen, wie z. B.

> restart:
> plot (sum(x"n/n!, n=0..infinity), x=1..4);

werden ziigig ausgegeben.
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B.3 Probleml6sungen fiir Fortgeschrittene

B.3.1 Das Zeichnen einer Folge
Definiert man eine Funktion durch

>f = x > 1/x;
und zeichnet diese dann mit dem Befehl

> plot (f£(x), x=1..10, style=point);

so stellt man fest, daf§ dies fast die Ausgabe einer Folge ist. Allerdings werden
auch Werte aus dem Definitionsbereich auflierhalb von N verwendet. Somit ist
diese Darstellung nicht verwendbar. Abhilfe schafft hier die Verwendung folgen-
der Routine:

> restart:
> f 1= x> 1/x;
> liste := []:

for i from 1 to 10 do

liste := [op(liste), [i, £(i)1];
od:

liste;

> plot (liste, x=1..10, style=point);
Aus Optimierungsgriinden kann man die Funktion auch durch
> ...
> f := x->evalf(1/x);
> ...

definieren. Da zum Zeichnen so oder so nur ein endliche Genauigkeit zur Verfligung
steht, mufl man nicht die unendliche Genauigkeit von Maple zur Berechnungs-
zeit verwenden. Im Falle, daf} die standardméflige Genauigkeit von 10 Stellen
nach dem Komma nicht ausreicht, kann man diese mit dem Befehl

> Digits := 20;

wie im Beispiel auf 20 Stellen erhohen.
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