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Aufgabe 1. (4 Punkte)
Sei A ein kommutativer Ring mit 1 und B ein A-Modul. Sei p : B® AB — B die Diagonale p(b;®bs) =
b1bsy sowie I = ker(p). B®a B (und somit I/I?) ist via b - (b; ® by) = by ® bby in natiirlicher Weise
ein B-Modul. Sei

d:B—1I/I?, db=b®1-1®b.

Zeige:
a) d ist eine A-Derivation.

b) Der B-Modul I/1? erfiillt mit der Derivation d die universelle Eigenschaft des Differentialm-
oduls, d.h. I/I* = Qy .

Aufgabe 2. (8 Punkte)
Sei A = R und B = C*°(U) der Ring der unendlich-oft differenzierbaren Funktionen auf einem
offenen Intervall U C A. Leite unter Verwendung von Aufgabe 1 formal die Gleichung df = f'(x)dx
(x Koordinate von U) fiir f € C>°(U) her.

Aufgabe 3. (4 Punkte)
Sei A ein kommutativer Ring mit 1. Zeige:

a) Q}Z\[[ﬂ] /a ist i.a. nicht endlich-erzeugbar iiber A[[T]].

b) Man hat mit @ (dF(T)) = F/(T)dT eine exakte Sequenz

0 — () T"Qhymya — Lagmya — AllTNAT.

n>1

Aufgabe 4. (5 Punkte)
Sei A ein kommutativer Ring mit 1 und M, N A-Moduln mit Filtrierungen F: M = My D M; D
.. ,F:N=NpDN; D....Sei f: M — N ein Homomorphismus, der f(My,) C Ny, erfiillt, d.h. f
induziert einen Homomorphismus

gr(f) : @ Mi/Mi1 — @ Ni/Nij1.
>0 i>0
Zeige:
a) Wenn gr(f) injektiv ist und (M = 0 gilt, so ist f injektiv.

b) Wenn gr(f) surjektiv, M komplett bzgl. F und (| N; = 0 ist, so ist f surjektiv und N komplett
brgl. F.

c) Ist M =N =R[[Xq,...,.Xn]], I=(Xg,...,Xn), F=F - M=1">'>..,und f: M - N
ein R-Algebrenmorphismus, so ist f ein Isomorphismus genau dann, wenn gr(f) einer ist.

Hinweis: Es darf die aus der Algebra 2 bekannte Tatsache benutzt werden, dass R[[Xq,...,Xy]] die
Komplettierung von R[Xi, ..., Xy] bzgl. I (als Ideal in R[Xy,...,Xy]) ist.

Abgabe bis spatestens 16. April 2009, 9:15 Uhr, bei den Kéasten am Eingang von INF 288.



